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AVERTISSEMENT 



Ces leçons de géométrie moderne contiennent des 
matières généralement enseignées comme de sim- 
ples dépendances de la géométrie analytique. 

Elles contiennent, en outre, l'application de ces 
théories aux lignes et surfaces du troisième ordre. 
On verra combien une telle méthode l'emporte en 
simplicité sur la géométrie analytique. 

Voulant que ces leçons puissent être comprises 
même des meilleurs élèves de mathématiques élé- 
mentaires, je n'ai nulle part supposé connues ni la 
théorie des déterminants, ni celle des dérivés. 

Comme il était nécessaire d'employer le calcul 
des imaginaires, j'en ai fait l'objet d'une leçon. 

Pensant qu'un aperçu sur la géométrie non eu- 
clidienne était de nature à intéresser le lecteur, 
j'ai, à la fin, ajouté une leçon sur ce sujet en la 
jfaisant précéder de deux autres nécessaires à son 
exposition . 

Les matières de ces leçons sont généralement 
étudiées dans les cours de mathématiques spéciales, 
autant que le permet un programme chargé. Leur 
place naturelle serait, semble-t-il, dans le cours dit: 

1 
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Elémentaires mpérieures, qui existe seulement dans 
certains lycées. 

J'ai peu cité de noms d'auteurs, craignant souvent 
de me tromper dans Tattribution d'une théorie à tel 
ou tel géomètre. 

Les figures sont peu nombreuses, mais le lecteur 
peut aisément les construire lui-même, la cons- 
truction est toujours indiquée dans le texte d'une 
façon précise. 
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PREMIÈRE LEÇON 

Usage en géométrie des quantités afTectées de signes. 



§ 1. — Sur une ligne indéfinie on peut distinguer deux sens 
différents; si, par exemple, la ligne est horizontale, on peut dis- 
tinguer le sens de droite à gauche, et celui de gauche à droite. 
Choisissons arbitrairement l'un de ces deux sens et donnons-lui 
le nom de sens positif, on pourra nommer l'autre sens négatif. 

Cela posé, considérons deux points A et B sur cette droite ; 
soit l leur distance. Nous désignerons par la notation AB un 
nombre précédé d'un signe (quantité algébrique) égal à 
+ / ou à — i, selon que, pour aller de A vers B, on va dans 
le sens positif ou en sens inverse. 

Si pour aller de A vers B on va dans le sens positif, pour 
aller de B vers A on va en sens inverse. Si donc AB = -j- /, 
BA sera égal à — /, de même, si AB était égal à — /, BA se- 
rait égal à + '• ^i^ ^ donc dans tous les cas : 

(') AB = - BA 

§ 2. — Proposition I. — On a, quelle que soit la position des 
points A B C en ligne droite : 
C) * AB + BC + CA = 

* 

En effet, supposons d'abord que les trois points ABC soient 
tels que le sens de A vers B soit le môme que celui de B vers 
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C et que ce soit le sens positif. Alors la longueur AG étant 
formée des longueurs AB et BG placées bout à bout, en nom- 
mant IVV' ces trois longueurs, on aura : 

r + r = i 

Mais ici A^ = + r, BG = + /" AG=: + i d'après notre notation, 
donc : 

AB + BG = AG 

mais AC = — GA, donc AB + BG = — GA ou AB + BG + GA = 

Supposons maintenant les points A B G placés d'une façon quel- 
conque sur la droite. On peut, par des permutations ou échan- 
ges successifs de deux lettres, passer de l'ordre A B G à un 
ordre quelconque. On peut donc amener les lettres A B G par 
des échanges successifs dans un ordre, tel que le sens de A 
vers B et celui de B vers G soient le sens positif. Pour démontrer la 
proposition d'une façon générale, il suffira donc de faire voir que l'é- 
change de deux lettres la laisse subsister. 

Or, si dans l'égalité on échange B et G, on aura: 

AG + GB -f BA = 
ou bien AB + BG -f GA :=: 

mais AG=- — GA GB=— BG BA=:— AB, on a donc en chan- 
geant tous les signes: 

GA -f BG -f- AB = 

L'égalité reste donc vraie quand B et G ont été intervertis. Elle est 
générale. 



§ 3. — Proposition II. — Si A B G D ... G H K L sont n point en 
ligne droite^ on a, quel que soit Vordre de ces points : 

O AB + BG-f-GD-f ... -t-GH + HK -f- KL -f- LA =0. 

D'après la proposition I ce théorème est vrai pour 3 points ; je vais 
faire voir que s'il est vrai pour un certain nombre de points, il est vrai 
pour un point de plus. 
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Eq effet, supposons le vrai poar les points A B C D ... H K on aura : 
AB + BG + CD + ... + GH + HK + KA =0 
mais il est vrai aussi pour les points A K L on a donc 

AK + KL + LA=:0 

Ajoutons membre à membre ces deux égalités en remarquant que 
KA et AK se détruisent. Il reste précisément l'égalité (') à démontrer. 

Si donc le théorème est vrai pour 3 points, il est vrai pour 4, puis 
pour 5; et comme par additions successives de l'unité, on peut atteindre 
un nombre n quelconque, il est vrai pour n points quel que soit n. 



§ 4. — Abcisse d'unpoint, — Sur la droite indéfinie qui nous occupe, 
prenons un point 0, que nous nommerons l'origine ; prenons un point 
P quelconque. OP s'appellera l'abcisse du point P. Ce sera un nombre 
positif ou négatif selon que pour aller de vers P on va dans le sens 
positif ou en sens inverse. 

Le point P est complètement déterminé quand son abcisse est connue, 
car le signe de cette abcisse indique de quel côté il est par rapport à 
et sa valeur absolue donne la distance de P au point 0. 



§ 5. — Proposition III. — Un segment PQ est égal en grandeur 
et signe à la différence entre l'abcisse du ^^ point Q et l'abcisse du 
i" point P . 

En effet, d'après la proposition 0) on a: 

OP + PQ + QO =: 
maisQO = — OQ donc OP + PQ — OQ = 
C) c'est-à-dire PQ i= OQ — OP fce qu'il fallait démontrer J, 

§ 6. — Point qui divise un segment dans un rapport donné. — 

Soient P et Q deux points, x^ l'abcisse OP du point P, x^ l'abcisse OQ 

PM 
du point Q. Soit x Tabcisse d'un point M, et m le rapport ^* 
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On a l'prop, II fj PM — .r — Jo MQ := .r, — x ainsi 
m = - ' " ou mx. — mx = x — Xa 

ou jr ( 1 + wi) = .1*0 + ?nj*, 

La formule C) nous sera utile plus lard. Pour le moment nous nous 
bornerons à remarquer que m étant connu, le point M est entièrement 
déterminé, il est entre P et Q si m est positif, car alors PM et MQ sont 
de même signe; dans le cas contraire, il est extérieur au âegment PQ. 



.Ta I Xi 

si m =1 1 on a x =: '- — z— ^ , le point M est alors le milieu de PQ. 

ù 

si m= —1 X est infini puisque le dénomiaateur est seul, ainsi un 

PM 
point M à l'inlibi sur une droite est un point tel que t. ^ = — 1 ou en 

PM ^ 

remplaçant PM par — MP : ^-.^ = 1 . 

Cette remarque servira souvent dans la suite. 



§ 7. — Proposition IV. — YAani donnés 4 points A B C D en ligne 
droite, on a toujours la relation 

rt AB X CD + BC X AD = AC X BD. 

En effet ah c d désignant les abcisscs respectives des points A B G D 
ona: kh=:b—a CD=:rf — c BC=:c — 5 ADzurf — a AC = 
c — d BDmd — b 
tout revient donc à démontrer que 

(b - a) (d — c) + (c - b) (d ~ a) = {c - a) {d - h) 

C'est là une identité facile à vérifier. 

Chastes donne dans son Traité de géométrie^ un grand nombre d'éga- 
lités du môme genre ; mais comme elles se ramènent toujours à des 
identités algébriques, elles n'offrent pas un grand intérêt au point de 
vue géométrique. 



§ 8. — Nous allons appliquer les principes qui précèdent à la trans- 
formation de quelques relations concernant des points en ligne droite. 
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On dit que deux points G et D sont conjugués harmoniques par rap- 
port à deux autres A et B si l'on a : 

,-, AC AD CA DA 

(') CB = -DB 0" encore ^^^= - ^^ 

Première Propriktk. — Si C et D sont conjuqiiés par rapport à 
A ef B, A etB sont conjugués par rapport à C et D. 

En effet la proportion — := — — peut s'écrire en changeant 

P A f" H 

la place des extrômcs et des moyens: ^» =: — - „ , ou par le 
* • DA DB ' '■ 

A c ne 

changement de signe des 4 termes. z= — 

^ ^ • AD BD* 

Or, celte dernière égalité diffère de la première par l'interversion 
des lettres A et C et celle des lettres B et D, elle exprime donc que 
A et B sont conjugués par rapport à C et D. 

§ 9. — Deuxième Propriété. — .SiO est le milieu de AB, la relation 

CA DA . . 

— =: — - eqmtaut a : 

C) OA' = OC X OD. 

En effet, on a CA = OA — OC. CB = OB — OC = — OA - OC 

parce que OB = — OA DA =: OA — OD DB == OB — OD OA 

— OD, toutes ces égalités résultent delà proposition III. 

, , ,. ^ . j OA — OC OA — OD 

La relation proposée est donc : — qa — of^ ^^ "" — OA — OD ^^ 

(OA - OC) (OA + OD) + (OA - OD) (OA + OC) = 
effectuant et divisant par 2. OA' i= OC X OD. 



CA DA 

§ 10. — Troisième Propriété. — La relation ^ - = — ^j^ équi- 
vaut à: 

^ ^ AB AG ' AD 

en effet on a CB = AB — AC DB = AB — AD [Proposition lli;, 
donc la relation C) peut s'écrire ^B — AC ^ "" ÂB — AD^ ^" 
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AB — AC , AB — AD ^ AB . , AB . ^ 

— ÂG— +"-^— ^ ^ ouencore Je = ^ + M) " ^ =^ 

a AB , AB 2 1,1 

^"2 =ÂG + ÂD ^" ÂB^^ÂG+ÏD- 
QUATRIÈME Propriété. — Quand le point D va â Vinfini, le point C 
tient au milieu de AB. 

OA' 
En effet la relation (') peut s'écrire OC = -^' On voit que si OD 

grandit indéfiniment, OC tend vers zéro. C vient donc coïncider avec le 

point 0, milieu de AB. 

§ 11. — On dit que.quatre points A B C D ont un rapport anharmo- 

nique égal à m lorsque 

CA . DA _ 
ÇB • DB ""^ 

On voit que si m i=: — 1 on a la relation (^), qui exprime que C et D 
sont conjugués par rapport à A et B, ou que A et B sont conjugués 
par rapport à C et D. 

Pour désigner le rapport anharmonique ^ ! ^ nous emploierons 
la notation (ABCD). Voici maintenant des propriétés de cette expres- 
sion. 



§ 12. — Première Propriété. — Le rapport anharmonique ABCD ne 
change pas quand on intervertit deux des points, pourvu qu'on inter- 
vertisse en même temps les deux autres. 

Ainsi (ABCD) = (CDAB) — (BADC) = (DCBA). 
En effet on a : 

^ARrm—^^- DA_CA.CB_ AC . BC_,^^.j,. 
(ABCD) _^^.^j^ --.-_-- . -_(CDAB) 

lés autres égalités se démontrent de la môme façon. 



§ 13. — Deuxième Propriété. — En intervertissant l'ordre des points, 
on peut former 6 rapports anharmoniques distincts: ils s'expriment 
tous au moyen de l'un d'entre eux. 

En effet, on sait que quatre lettres ABCD peuvent être rangées de 
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24 façons différentes, cela fait 24 rapports anharmoniques, qui, d'après 
la propriété précédente, sont égaux quatre à quatre, il n'y en a donc que 
six de distincts, ce sont : 

(ABCD) (BACD) (GBAD) (DEÇA) (BCAD) (BDGA) 

Désignons le premier par m on a : 

ru ' iTii ^^ ^ le second est ;, - '- TTi' c'est-à dire — . le troisième 

tiD DB CA DA m y 

AG DG 

est : ^ : — ; pour l'évaluer employons l'égalité (*) fPiopv.lVJ 

AB X GD + BG X AD = AG XBD 
divisons-en les deux membres par AGXBD on aura : 

AB CD , BC AD _ 
AG ^ BG • AG ^ BD ~" ^ 

A B . DC , CB . DB _ 
^" • AG • m ' AG • DA ~ 

en désignant par u. le rapport que nous cherchons, cette égalité donne 



1 1 

1 = 1 m-|-a=ma oUu 

.^ * • 1 



m 



Passons au 4"' rapport fô ^ ré- ^^^^ l'évaluer prenons Tcgalité pré- 
cédente et divisons tout par BG X AD il vient : 



CD AB , _ AG BD 
BG ^ AD i AD ^ BG 

ou bien (changeant tous le signes) : 

GB • AB CB DB "" ^^ 

le rapport cherché est donc égal à 1 ~m appelons le v 

Le 5"* rapport est évidemment — ou — (de la même façon que 1 

111 
second est — ) le 6°" est — ou /- — . 

Ainsi les six rapports sont : 

^ 7~ "a 1 — w 1 — - et . — 

m . 1 m 1 — r,i 

1 

m 

on peut les accoupler deux à deux de façim que leur produit soit égal 
à 1 ou de façon que leur somme soit égale à I, ou de façon que la 
somme de leurs inverses soit égale ai. 
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« 

§ 14. — Troisième Propriété. — SoicQt a b c d les abcisses 
(les quatre points a ^ 7 5 quatre variables qui se déduisent de a b c d 

respectivement, par .une transformation de la forme x = — -n , 

P ^ + <1 
c'est-à-dire que : 

m y. A- Il , m !^ -\- n m v 4- ?i , m ^ -j- Ji 

p « + 5 py +q P7 + q P ^ + q 

en supposant que mq — np soit différent de zéro, le rapport anlïar- 

monique ^ . ^-j^ qui est cj?:al a ^ 1. ~ . ^ ^ ^ est aussi égal ^ 

« — 7 . « — «î 

La démonstration est facile à faire: on a d'abord: 

__ m « + n m y -f- n ( »t </ — n p) {^ — .^ ^ 

P ^ -hq ]P7 + q (p « + 7) (P 7 + 9 > 

on a de môme : b — c == — ;: ^ ' 

(pp+ q){P7 -f q) 

par suite : ^~-' = ^ ~-'^ v ^ ■'' + ^ 

de même : ^ -^ z=: ^-~ '^ v ^ '^ "^-^ 

et par suite, en divisant membre à membre 

^ j;— C , a — d « — V . 5« — ^ 

ft — c'i — d 5 ,• ^ ^ 

ce qui démontre la proposition. 

Voici une des nombreuses applications de cette propriété. Soit sur 
la droite deux points P et Q d'abcisses p et q, et soit c/ le rapport '^ 
^5 le rapport ^^j 7 le rapport ^-, 5 le rapport j^^. On a : 

P + ccq . P + f:i q ^ ,„ ,. 
ai=^^--% 5 = ^-^ etc. Egalité M 

Ce théorème est donc applicable ici et donne pour le rapport anharmo- 
nique dos quatre points l'expression «: ! i 
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De même si nous appelons « non pas le rapport ~- mais le rappoi t 

PA . RA ,j^ ,. , , . * fi N . . PB . RP , 

ÂÔ • r6 ^ ^ "° autre point fixe) et S = ^.^ . bQ^^c. nous aurions 

encore la même expression pour Je rapport anharmonique. 



§ 15.-- En terminant cette leçon, j'indiquerai une locution qui, dans 
la suite, nous sera très commode. Au lieu de dire que plusieurs droites 
sont parallèles, nous dirons qu'elles concourent en un môme point à 
l'infini. Cela est permis parce que deux droites parallèles à une S""'' 
étant parallèles entre elles, on peut dire que deux droites ayant un 
point commun à l'infini avec une 3"" ont ce point commun entre elles- 
On regarde ainsi un point à l'infini comme étant une direction de 
droite. Joindre un point A à un point à l'infini, c'est mener par A une 
parallèle à une direction donnée. Deux plans parallèles devront alors 
être regardés comme se coupant suivant une droite à l'infini. Donner 
une droite à l'infini, c'est donner une direction de plan. 

A l'aide de ces locutions, on peut dire que deux droites dans un 
même plan se coupent toujours, qu'une droite et un plan se coupent 
toujours. Gela simplifie les démonstrations, car ayant examiné le cas où 
plusieurs droites concourent, nous n'avons pas à examiner celui où 
elles seraient parallèles. 



DEUXIÈME LEÇON 



Théorèmes relatifs à la projectivité du rapport 

aiiharinoniq[ue 



§ 16. ~ Ce qu'on nomme projectivité du rapport anharmo- 
nique consiste dans la proposition suivante, l'une des plus importantes 
de la géométrie moderne : 

Si l'on coupe par une droite D un faisceau de quatre droites passant 

par un même point S, le rapport 
anharmonique des quatre points A B 
CD où la droite D rencontre ces qua- 
tre droites, reste constant quand on 
déplace la droite D. 

Voici une première démonstration 
très simple de cette proposition. 

Menons par le point B une parallèle, 
à AS qui coupe SG en G^ , SD en D^ . 




De la similitude des triangles SCA, BG,C, on déduit : 



ÇA_ SA 

CE — CiB' 

Delà même similitude des triangles SDA BD^D on déduit de même : 
^ = ^g et par conséquent, en divisant membre à membre les deux 

= p-R II est facile de s assurer que 



CA 



C,B. 



égalités précédentes : „„ . ^,, 

cette égalité a bien lieu en tenant compte des signes ;' or le second 
membre est le même quelle que soit la sécante ABCD. 
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§ 17. —La démonstration suivante de la même proposition a Va- 
tantage de fournir Vexpression du rapport anharmonique en fonction 
des angles du faisceau S A B C D. 

. Désignant par h la distance du point S à la droite ABGD, on a : 
Aire SCA =:GA X -^ et d'autre part : Aire SCA =: SAxSCSmCSA 

SAXSG 
en égalant ces 2 valeurs de l'aire SGA on trouve GA= — j — Sin CSA : 

SBXSG 

on aura de même : GB = — r — Sin GSB d'où, en divisant membre à 
membre : 

CA SA ^^ sin CSA , , . DA SA ^^ .Sm DSA ,, , 

cS = SB X S^rCSB' ^^ ^^ ^^"'^ D-R == SB X SùTôSh' ^ ^" P«^ ^'- 

vision : 

CA . DA _ Sm jCSA . Sin DSA 

CB • DB ~~ Sin CSB ' Sin DSB 

Quant aux signes des deux membres, on s'assure qu'ils sont les mê- 
mes en remarquant que si GA et GB sont de même sens, c'est que le 
sens de rotation amenant SA sur SG est le même que celui par lequel 
on amène SB sur SC. C'est alors que Sin CSA et Sin CSB ont le même 
signe. On remarque aussi que ce signe ne change pas quand on rem- 
place un angle par son supplément. 

^^ , • CA DA , , . . . Sin CSA , 5m DSA 

Dès lors ^ et ^b «°^ le même signe que ^^-^g- et ^-^^ 

la proposition est alors démontrée. 

La proposition qui vient d'être démontrée est liée intimement à une 
autre propriété du rapport anharmonique, dont nous avons parlé au 
chapitre précédent. 

Nons avons vu que si l'on iposeffxj VL^j^^J!:^ on a : 

/(;5)-/(5) v(^)-/(5) f^-y T^-s 



§ 18. — Proposons-nous de résoudre la question suivante : sur 
deux droites D et D' on fait correspondre les deux points M et M' tel- 
lement choisis que la droite MM' passe par un point fixe S, à chaque 
point M sur la droite G correspond sur l'autre droite D' le point M'. On 
propose de trouver la relation entre les abcisses des points M et M', 



14 
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comptées sur chacune des droites à partir de deux poinls.O et CO' arbi- 
trairement choisis. 

Soient ABC trois points de D, A' B' C les points correspondants 
sur D\ de sorte que A V BB' CC passent par S. On aura d'après la 
proposition fondamentale. 

MA . CA _ M'A' . C\' 
MB • CB ~" AI'B' • C'B' 

Si ab C X sont les abcisscs des points ABC M, a' b' c' x' celle des 

points correspondants A' B' C M' , on aura : 

cL—x , a — c a'— X' , a ' — c' 

b-x ' b—c ~ &'— x' ' 'b — c' 

en tirant x\ de cette équation, on a une expression 4e la forme 
y rr -—r~ Si inversement on savait qu'il existe entre x et x* une 
relation de cette forme, la propriété fondamentale se démontrerait à 

l'aide de la proposition du § 14, rap- 
pelée ci-dessus. Or il est facile de 
prouver l'existence de cette relation, 
ce qui constituera une troisième 
démonstration du principe fonda- 
mental. Soit P le pied de la perpen- 
diculaire abaissée de S sur D, Q' 
celui de la perpendiculaire menée 
de S sur D' ; en choisissant un sens pour compter les angles on a en 
grandeur et signe : 

^p = tg PSM ^-^ = Uj Q'SM' 




et d'autre part on aura en posant PSQ' =« 



2!M' 

___ tQ Q'SM^ — tg PS M _ S-Q' 
'â' a — i ^tg PSM tg Q'SM' "" . , 

^ + 



Q'S'M'-PSMz=« d'où : 
PM 



SP 



PM.QM' 
SP.SQ' 



appelons j) q les quantités SP, SQ . a b les abcisses de P et Q', x, x' cel- 

I . m* ..f p ix'—h'\ — q {X — a) 

les de M et M on a : f// « = p ^ + (a:_a) (^'-6) 

équation qui, résolue par rapport à x' a bien la forme annoncée. 
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§ 19. — Rapport anharmonique de quatre plans. — Conaidérons 
quatre plans P^ P^ P3 Pi se coupant suivant une même droite L et 
soient deux droites A et A', Ja première coupant les quatre plans en 
A B G D, la seconde les coupant en A' B' G' D'. Je dis que les rapports 
îinbarmoniques (A B G D) (A' B' C' D') sont égaux. Prenons en effet sur 
la droite L deux points S et S'. Les deux plans Sa, S'a' se coupent 
suivant une droite w, rencontrant les quatre plans en a .'S y 5. Et puis- 
que la droite m est à la fois dans le plan SA et dans le plan S'A', les 
points a ,5 7 5 sont à la fois sur les rayons du faisceau S (ABGD) et 
sur ceux du faisceau S (A'B'G'D') on a donc dans le faisceau 

S (ABGD). 

(ABGD) = («Svrî). (§T6) 

et dans le faisceau S (A'B'G'D') 

( A' B' G' D') = (« .5 v^5) (§16). 

don'c (ABGD) =: (A'B'G'D') ce qu'il fallait démontrer. 

Le rapport anbarmonique (ABGD) se nomme le rapport anharmoni- 
que des quatre plans. En supposant que la droite A soit perpendicu- 
laire à la droite L et en appelant par exemple P^ P3 l'angle des deux 
plans Pi Pj on voit que : 

^An^^^ — Sin^P^ • ^>:^_Pi_Pi_ 



§ 20. — GONSÉQUENCES DU THÉORÈME FONDAMENTAL. — 1" Si dcUX 

systèmes de quatre points en ligne, droite ABCD AÏÏCD' ont un point 

commun. A et si les rapports anharmoniques fABCDJ fAB'CD'J sont 

égaux, les droites ÏÏB' et DU concourent en un même point. 

» 
Désignons par S le point ou se coupent BB' GG' DD' par D^ le point 

ouSD' rencontre la droite ABGD. Dans le faisceau S (ABGD) coupé 
par deux droites, on a (§ 16) (ABGD,) = (AB'G'D') et comme par hy- 
pothèse (ABGD) = (AB'G'D'), il en résulte (ABGD) = (ABGD,) c*est-à- 
CA DA CA DiA ,, , DA DiA , /c cn 1 • *« 

d'r« ci •• 65 = CB = b7B ' «^^^ DB = dTb ; '^''^^ (§ ^^ ^^« P*"°t« 

D et D, coïncident. SD' et SD coïncident donc et par suite DD' passe 
par le point S fce qu'il fallait démontrer J^ 
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§ 21. — 2"» Soient quatre droitres ajSy^ passant par un même point, 
c'est un faisceau de quatre droites. Si deux faisceaux de quatre droites 
«jSyS a/SyS ont un rayon commun oc, si les rapports anharmoniques, 
(fi'/Syî) («Pv^) sont égaux, les points de rencontre de ,5 et J5' de y et de y 
et de 5 et 5' sont en ligne droite. 

Soient et 0'. les sommets des deux faisceaux, P le point ou /3 
coupe ]S', Q le point ou y coupe y\ PQ coupe 5 en R^ et 5' en Rj A le point 
où PQ coupe a. Le rapport anharmonique du 1" faisceau est (APQRJ 

OA R A 

celui du second est (APQR,) donc (APQR^) = (APQR,) ou ^ : ^ = 

ÔP • R^ ^^^ R*P ^^ R P ^^^^ ^^^ points R, et Rj coïncident, donc 
S et S' coupent PQ au même point, ce qu'il fallait démontrer. 



Applications des deux principes précédents 

§ 22. — Propriétés des triangles homologiques. — Considérons deux 
triangles ABC, A'B'C. J'appellerai toujours dans ce qui suit « le point de 

A 




concours de BC et B'C, p celui de GA, C'A'', y celui de AB, A'B', P la 
droite AA\ Q la droite BB', R la droite CC. On a alors ia double pro- 
position suivante : 

Si P, Q, R concourent en un même point S, u, p, y, sont sur une 
même droite L, et réciproquement. 



j 
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Supposons d'abord /jue P Q R concourent en S ; soient D et D' les 
points où P. coupe BCet B'C, les droites PQR et Sa sont coupées en 
DBC« par BC, en D'B'C'a, par B'C donc (DBCa)=(D'B'C'«); dès lors les 
deux faisceaux A(DBG«) A'(D'B'C'«) ont même rapport anharmo- 
nique, et la droite P qui contient A^D^D' étant un rayon commun, 
AB, A'B', AC, A'C, Aa, A'«, se coupent en trois points en ligne droite ; 
« S y sont donc en ligne droite (ce qu'il fallait démontrer). 

Supposons ensuite que a /3 y soient sur une même droite L, il en 
résultera que les deux . faisceaux A(DBC«) A' (D'B'C'a) auront tous 
deux pour rapports anharmonique Hy/3«, H étant le point ou ADD' 

coupe L; donc DBG « = D'B'G' «, donc DD' ou A A', BB', CG' sont concou- 
rantes fce qu'il fallait démontrer J, 

Lorsque deux triangles sont dans les conditions du théorème pré- 
cédent on dit qu'ils sont homologiques, S est le centre d'homologie, L 
Taxe d'homologie. Nous étudierons Thomologie dans un chapitre 
spécial, nous bornant pour l'instant à faire connaître deux propriétés 
des triangles homologiques. 

• 

§ 23. — Théorème. — Si deux triangles ABG, A'B'G', sont homolo- 
giques d'un troisième A"B"G" avec le même axe d'homologie, ils sont aussi 
homologiques entre eux et les trois centres d'homologie de ces trois 
triangles pris deux à deux sont en ligne droite. 

Pour le démontrer, je remarque d'abord que AB coupant l'axe d'ho- 
mologie L en y, A'B' le coupe aussi C 
en y, ainsi que A"B" parceque 
AB et A"B" doivent se couper sur L 
ainsi que A'B' et A"B". De même 
BG B'G' B"G" coupent L au même 
point a, GA G'A' C'A" coupent L au 
même point |3. Geci fait voir d'abord 
que les deux figures ABG A'B'G' 
sont homologiques puisque leurs 
côtés correspondants se coupent en 
3 points a p y situés sur une même droite L. 







18 



LEÇONS SUR LES MÉTHODES DE LA GEOMETRIE MODERNE 



Considérons maintenant le triangle AA'A" et le triangle BB'B", les 
lignes AB A'B' AB A"B" A'B' A"B" concourent en y. Donc ces deux 
triangles sont horaologiques, donc AA' et BB' AA" et BB" A' A" et B'B' 
se coupent en 3 points P» P2 Pi en ligne droite, or P3 est justement le 
cenU-e d'homologie de ABC A'B'C, P^ celui de ABC A"B"C", P^ celui de 
A'B'C A"B"C' ; le théorème est donc démontré. 

Théorème. — Si deux triangles ABC A'B'C sont liomologiques d'un 

troisième A"B"C", avec le même centre 
d'homologie, ils sont aussi homologiques 
entre eux et les trois axes d'homologie de 
ces trois triangles pris deux à deux con- 
courent au même point. 

En premier lieu les points A et A' étant 
en ligne droite tous les deux avec A" et 
le centre S d'homologie, la droite AA' 
passe par S. De même BB' et CC passent 
par S, ce qui prouve que ABC et A'B'C 
sont homologiques. 

Considérons maintenant le triangle 
formé des droites BG, B'C, B"C" et le 
triangle formé par les droites CA C'A' C'A" ; le point C où se cou- 
pent BC et CA, le point C où se coupent B'C et C'A', le point C'où 
se coupent B"C" et C'A" sont par hypothèse sur la droite SC, donc les 
deux triangles considérés ci-dessus sont homologiques puisque leurs 
côtés correspondants se coupent sur SC ; donc la droite joignant le 
point de rencontre de BC et B'C au point où se coupent CA C'A', celle 
qui joint le point de rencontre de BC B"C" au point où se coupent 
CA C'A", celle qui joint le point de rencontre de B'C B"C"au point où 
se coupent C'A' C'A" concourent. Or ces trois droites sont les axes 
d'homologie des trois triangles donnés pris deux à deux ; le théorème 
est donc démontré. 




§ 24. — 2® Faisceaux harmoniques. Propriété fondamentale du 
QUADRILATÈRE COMPLET. — Si le rapport anharmonique d'un faisceau 
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S( ABGD) est égal à — \, on dit que les droites SA et SB sont conjuguées 
Vune de Vautre par rapport à SG et SD, ou bien que SG et SD sont con- 
juguées par rapport à SA, SB. Dans ce cas une sécante quelconque 
coupe les droites en quatre points conjugués harmoniques. 

Supposons que dans le rapport pw : -j^ , GA et DA croissent in- 

CA 
définiment le point A s'éloignant ; ^ aura pour limite l'unité, car 

CA CD + DA . , CD , CD \ j ^ ^ CA DA 

DÂ = ~~Dr~ = ^ + DA ^^ ÂD *^^^ ^^^^ ^^''^- ^^"^ CB • m 
DR 

tend vers w^ . Si donc dans une division harmonique le point A est à 

DB 
CB 



DR 

l'infini on aura ^ =: — 1 ou CB = BD. Le conjugué de A est le 



milieu de CD. 

On reconnaîtra donc qu'un faisceau est harmonique à ce qu'en me- 
nant une parallèle à SA, le point où elle coupe SB est le milieu de 
ceux où elle coupe SG et SD. 

§ 25. — Etant données trois droites SA, SG et 3D, proposons-nous 
de construire la droite conjuguée de SA par rapport à SG et SD. 

Par un point A pris arbitrairement sur SA menons deux sécantes 
AGD AG'D' qui coupent SG et SD la première en G et D la seconde 
en C et D'. 



S 




La droite cherchée doit passer par S, par le point B conjugué de A 
par rapport à G et D, par le point B' conjugué de A par rapport à 
G' et D'. Soit T le point où se coupent DG' et D'G, les points B 
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et B' étant conjugués de À par rapport à G et D et par rapport à 
C et D' sont sur la droite conjuguée de TA par rapport à TDC, TD'G, 
donc la droite BB' passe par T. Cette droite est donc la droite 
ST. 

Considérons l'ensemble des quatre droites SDD' SCC TDC TD'C, 
ces quatre droites forment ce qu'on nomme un quadrilatère complet, 
ST CD et CD' sont les diagonales ; on voit donc que dans un quadri- 
latère complet chaque diagonale est divisée harmoniquement par les 
deux autres. 

En faisant jouer à S le rôle de A et à A le rôle de S on verrait que 
T et S sont conjugués par rapport à B et B'. 

On donne quelquefois aux diagonales d'un quadrilatère complet le 
nom de faux côtés . 

La figure formée de quatre points D C D' C s'appelle un quadrangle 
complet, A S et T sont les faux sommets. Il résulte de ce qui précède, 
que les 3 faisceaux S(ATCD),T(ASCD), A (STCC) sont harmoniques; 
donc, dans un quadrangle complet, les droites joignant un faux 
sommet aux deux autres sont divisées harmoniquement par les côtés 
qui aboutissent à ce faux sommet. 11 y a dans un quadrangle complet 
six côtés (CD, CD', CC, DD' CD' DC) de même qu'il y a six sommets 
dans un quadrilatère complet. 

§ 26. — Avant de passer aux applications qui vont suivre, je vais 
démontrer une propriété du rapport anharmonique. 

^ ,, ., CA , DA OA . D'A 

Supposons que Ion ait CB • ^b ~ c¥ ' jyû 

,, , ,. • . • CA . C'A DA . D'A 

cette relation peut s écrire ^ . n, « = hb • D'B 

c'est-à-dire que l'égalité (ABCD) = (ABCD') entraîne (ABCC) = (ABDD') 

En joignant les points A B C D à un point S on a une propriété ana- 
logue relative au rapport anharmonique de deux faisceaux ayant deux 
rayons communs 
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Propriétés des hexagones de Pascal et de Brianchon. 

Remarques sur la dualité. 

§ 27. — 1" Hexagone de Pascal. — Soit un hexagone dont les 
sommets sont A B G D E F. Nous désignerons par AB la droite allant 
de A en B, par A(CDEF) le faisceau de sommet A formé des droites 
AG AD AE AF. Get hexagone sera dit de Pascal si Ton a l'égalité 

(') A(GDEF)=:B(GDEF) 

dans cette égalité, les sommets A etB jouent un rôle particulier; je dis 
qu'on peut faire jouer ce rôle à deux sommets quelconques ; je vais 
démontrer d'abord que l'égalité C) entraîne la suivante : 

(«) C(ABEF)=iD(ABEF) 

En effet, supposons que AG coupe EF en «, AD coupe EF en ^3, BG 
coupe EF en y, et BD coupe EF en 5, l'égalité C) entraine (en coupant 
'par EF) 

O («pEF)=(75EF) 

ou en vertu de la remarque faite ci-dessus 

C\ (aYEF)=(.S5EF) 

d'où G(«7EF)=iD.(l35EF) 

mais Ga, Gy D^ D5 sont précisément GA GB DA DB; donc: 

C) G(ABEF) = D(ABEF) 

ce qui démontre la proposition. 

On aura aussi 
C) A(BDEF)= G(BDEF) 

en effet, d'après ce qu'on vient de démontrer, l'égalité C) entraînera 

E (BDAC)==F(BDAG) 

« 

et l'égalité précédente entraînera l'égalité C) 
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§ 28. — Hexagone DE Brianciion.— Soit un hexagone dont les côtés 
sont A B C D E F. Nous désignerons par AB le point de rencontre de A 
et de B, par A (CDEF) le système de points situés sur la droite A formé 
des points AC AD AF. Cet hexagone sera dit de Brianchon si l'on a 

l'égalité. 

(') A (CDEF) = B(GDEF) 

Dans cette égalité, les côtés A et.B jouent un rôle particulier. Je dis 
qu'on peut faire jouer ce rôle à deux côtés quelconques. Je vais démon- 
trer d'ahord que l'égalité C) entraîne la suivante : 

(«) C (ABEF) = D(ABEF) 

En effet, supposons que la droite qui joint AG à EF soit «, celle qui 
joint AD à EF soit p, celle qui joint BC à EP soit y et celle qui joint 
BD à EF soit 5. L'égalité (^) entraîne (en joignant au sommet EF) 

C) (:<,SEF)=:(y5EF)- 

OU en vertu de la remarque faite ci-dessus 

(*) («yEF) = (p^ EF) 

d'où C (oyEF) =: D(5rîEF) 

mais les points C« Gy D.6 D5 sont précisément CA GB DA DB. 

C) donc G (ABEF) = D (ABEF) fce qu'il fallait démontrer J 

on aura aussi 

(•) A (BDEF) = G (BDEF) 

En etïet, d'après ce qu'on vient de démontrer, l'égalité C) entraînera 

E(BDAG)=F (BDAG) 

et cette dernière égalité entraînera Tégalité C). 

En comparant les deux propositions précédentes et leurs démonstra- 
tions, on voit qu'elles se transforment l'une dans l'autre en changeant 
la signification des lettres, de telle sorte que ce qui désignait des points 
dans la première, désigne des droites dans la seconde et inversement. 
Deux pareilles propositions sont dites corrélatives. Voici encore deux 
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propositions corrélatives, relative Tune à un hexagone de Pascal, 
l'autre à un hexagone de Brianchon. 



§ 29. — !• Dans un hexagone de Pascal, les points de rencontre des 
côtés opposés sont en ligne droite. 

C'est-à-dire que si nous numérotons les 
côfes ABi,BC2,CD3,DE4,EFD, FA6;q 
le point a où se coupent 1 et 4, le 
point ,5 où se coupent 2 et 5, le point y 
où se coupent 3 et 6 sont en ligne 
droite. 

Prenons les sommets A et C qui 
ne sont ni opposés, ni consécutifs ; 
de ce que l'hexagone est de Pascal, 
on déduit : 

(') A(BDEF) — C(BDEF) 

AB coupe par hypothèse DE en «, 
AD coupe DE en D, AE coupe DE 
en E, soit M le point où AF coupe 
DE, on aura 
(') A(BDEF) — («DEM) 

de même CA coupe EF en 5, soit 
N le point où CD coupe EF, CE et 
CF coupent EF aux points E et F, donc 
(') C (BDEF) = (fîNEF) 

Des égalités {') (*) et O on déduit: 

(0 («DEM) = (^'5 NEF) 

le point E étant commun à ces deux divisions, «S, DN, MF se coupent 

au même point. Or, N est sur CD, DN c'est CD, de môme M est sur FA 

MF c'est A F, le point de rencontre de DN et MF est donc y, donc «fi 

passe par y (c^ qu*il fallait démontrer J . 




1 
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§ 30. — 2® Dans un hexagone de Brianchon les droites joignant 
les sommets opposés concourent en un môme point. 

C'est-à-dire que si nous numéro- 
tons les sommets : ABl BG2 CD3 DE4 
EF5 FA 6, la droite a qui joint 1 et 4 
la droite /3 qui joint 2 et 5, la droite y 
qui joint 3 et 6, sont concourantes. 

Prenons les côtés A et C qui ne sont 
ni opposés ni consécutifs. 

De ce que l'hexagone est de Brian- 
chon, on déduit: 
C) A (BDEF) = G (BDEF) 

La droite joignant AB à DE est par hypothèse c, la droite qui joint 
AD à DE est D, la droite qui joint AE à DE est E, soit M la droite joi- 
gnant AF à DE, on aura : 




(*) 



A(BDEF) = (c»DEM) 



De même la droite joignant CB à EF est p, soit N la drpite joi- 
gnant CD à EF, les .droites joignant CE et CF à EF sont E et F ; d'où 

(') C (BDEF) = (.5NEF) 

Des égalités (') C) et (') on déduit 

(« DEM) = (^SNEF) 

La droite E étant commune â ces deux faisceaux, les points «p, DN, 
MF sont en ligne droite, or N passe par CD, DN c'est CD, de même M 
passe par AF, MF c'est AF, la droite joignant MF à DN est donc y, 
donc le point « j3 est sur y {ce qu'il fallait démontrer) , 



§ 31. — Nous terminons ce chapitre par la construction du point 
qui, associé à 3 autres, donne un rapport anharmonique égal à un rap- 
port anharmonique donné. Cette construction peut se faire avec la 
règle seule. 
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Soient ABCD quatre points en ligne droite, V B' et C trois autres 
points également en ligne droite, on propose de construire le point D' 
tel que (ABCD) = (A'B'C'D';. 




Nous supposons d'abord que les points A'B'C ne sont pas sur la 
droite ABCD. 

Si Ton considère les deux faisceaux A ' (ABCD) et A(A'B'C'D') ils ont 
un rayon commun AA' et leurs rapports anharmoniques doivent être 
égaux. Par suite si a est le point de rencontre de A'B et de AB', ^ celui de 
A'C et de AC y celui de A'D et de AD', « ,5 y doivent être en ligne droite, 
comme le point D' est seul inconnu, le point 7 sera donné par Tinter- 
section de ap et de A'D; en joignant Ay on aura la droite AD' qui coupe 
A'B'C au point D' cherché. 

Supposons maintenant que A'B'C soient sur la droite ABCD; prenons 
un point S quelconque ; joignons SA SB SG et SD ; et coupons ce fais- 
ceau par une droite quelconque, on aura ainsi quatre points A^ B, C, D, 
et on sera ramené au problème précédent. 

Il y a d'autres constructions ; ce qui précède a seulement pour but 
de montrer que la construction est possible avec la règle seule. 



TROISIÈME LEÇON 



Pôle et polaire par rapport à un cercle; 

Polaire réciproques dans le plan ; 

Pôle et plan polaire par rapport à une sphère; 

Polaires réciproques dans l'espace ; 

Duailité. 

§ 32. •— A chaque point A du plan, nous allons faire correspondre 
une droite de la façon suivante. Désignons par un point fixe que 
nous nommerons le centre; par k une certaine constante. Joignons A 
au point et sur la droite OA, prenons le point P tel que l'on 
ait en grandeur et en signe, OP X OA = k, enfin par le point P 
menons une droite D perpendiculaire à OP. C'est cette droite que nous 
ferons correspondre au point A. Nous la nommerons polaire du point 
A, et le point A s'appellera pôle de la droite D. Remarquons que si k 
est positif, A et P sont du même côté du centre 0, mais qu'ils sont de 
côtés différents si k est négatif, • 



§ 33. — V Si la polaire d'un point A passe par un point B, la polaire 
du point B passe par le point A. 

Construisons, comme il est dit ci-dessus, la polaire D de A, qui est 
perpendiculaire sur OA et coupe OA en P. Supposons qu'elle passe 
par B. Joignons OB, menons du point A une perpendiculaire sur OB^ 
rencontrant OBau point Q. Je vais démontrer que AQ est la polaire de 
B; il faut pour celafaire voir que OQ X OB = k. 

Or, les deux triangles OPB, OQA, tous les deux rectangles, ont un 
angle aigu égal. (Si A; > ils ont un angle aigu commun, si /e < leurs 
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angles en sont opposés par le sommet.) Ces deux triangles étant 

semblables on a ^ =: §p ou OA X OP = OB X OQ 

Or le premier membre est égal à k par hypothèse; on a donc : 

OB X OQ = A; 

En outre si k> 0, OB et OQ sont de même signe, ils sont de signes 
contraires si fc < 0, l'égalité est donc vraie en signe. Ce qui démontre 
la proposition. 

On peut déduire de cette proposition les deux corollaires suivants. 
Soit D une droite passant par un point A, B le pôle de D, A la polaire 
de A. Si D tourne autour de A, B décrira la droite fixe A. Si A décrit 
D, A tourne autour de B. Par conséquent, si un point décrit une 
droite, sa polaire tourne autour d'un point fixe, pôle de cette droite. Si 
une droite tourne autour d'un point, son pôle décrit une droite polaire 
de ce point. 

§ 34. — 2® Le rapport anharmonique de quatre points en ligne droite 
est égal à celui de leurs quatre polaires. 

En effet, soient A B C D quatre points sur une droite a, « /5 y 5 leurs 
quatre polaires, qui passent par le pôle P de A, on a 

(ABCD)=iO(ABGD) 

or le faisceau (ABCD) s'obtient en faisant tourner d'un angle droit 
celui des quatre polaires, et le transportant ensuite parallèlement à 
lui-même. On a donc : 

(ABCD) HZ (« /3 y a) 
donc (ABCD) = (« /3 7 5) (ce qu'il fallait démontrer) . 

§ 35. — Cas ou la constante K est positive. — Quand la constante 
K est positive, posons K = R', et considérons un cercle déciit de 
comme centre, avec R pour rayon. 

Soit A un point, D sa polaire, et B un point de cette droite, choisi de 
façon que AB coupe le cercle en P et Q. Je dis que P et Q sont conju- 
gués harmoniques par rapport A et B. 
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Menons BE perpendiculaire sur AO, OH perpendiculaire sur AB de 
façon que H est le milieu de PQ. 

Les triangles BAE AOH ayant un angle aigu commun sont sem- 
blables, et Ton a : 

AB __ AO 

AÊ ~~ AH 

ou bien AO X AE = AB X AH, et cette égalité a lieu aussi en signe. 
Remplaçons AE par OE — OA, AB par HB — HA; Tégalité précédente 
deviendra : 

OA [OA ~ OE] = HA [HA - HB] 

comme OA X OE = R* et que OA» — HA* = OH» il vient : 

HA X HB = R» — OH» 

Si comme on Ta supposé onaR> OH, on a aussi R» — OH» = HP» 
et par suite HA X HB = HP». 
Ce qui démontre la proposition. 

Si la droite ne coupait pas le cercle, on aurait tout de même la re- 
lation : 

HA X HB = R» - OH» 

nous dirons encore, et ceci devra être considéré jusqu'à nouvel ordre 
comme une simple locution, que les points A et B sont conjugués 
par rapport aux deux points imaginaires oii la. droite AB coupe le cer- 
cle. Ce n'est là qu'une manière d'énoncer l'égalité précédente. 

§ 36. — Cas ou la constante k est négative. — Si la constante k 
est négative, on peut poser k = — fi*-. Elevons au plan de la figure par 
le point une perpendiculaire OS égale à h. Soit A un point, D sa po- 
laire, P le point où OA rencontre D. D'après l'hypothèse on a OA X 
OP i== — h^, ce qui prouve que le triangle ASP est rectangle en S. 
Comme OP est perpendiculaire sur D, il en est de même de SP d'après 
le théorème des trois perpendiculaires. SP étant perpendiculaire sur 
D, le plan SOP (et par suite sur SA situé dans ce plan) est perpen- 
diculaire sur D. Donc le planSD est perpendiculaire à SA. 

La droite D se déduit donc du point A par la construction suivante : 
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On joint AS et par S on mène un plan perpendiculaire à cette droite ; 
ce plan coupe, suivant la droite D, le plan de la figure. 



§ 37. — Courbes polaires ré:iproques. — Considérons une ligne 
brisée polygonale dont les sommets sont A B CD, et soient u^yS les po- 
laires de ses sommets ; le point «S où se coupent les droites « et ;5 étant 
à la fois sur la polaire de A et sur celle de B, a pour polaire la droite AB 
(§33). Ces polygones ABCD a/ByS sont réciproques. Les côtés de l'un ont 
pour pôle des sommets de l'autre, et inversement. 

Au lieu d'une ligne brisée, considérons une ligne courbe C ; menons 
la tangente en A à cette courbe, soit A^ son pôle. Quand A se déplacera 
sur la courbe C, le point A décrira une certaine courbe C^. Je vais dé- 
montrer que la tangente à C^ au point A^ a pour pôle le point A. En effet, 
soit B un point voisin de A, B^ le pôle de la tangente en B, D le point où se 
coupent les tangentes en A et en B. Les tangentes en A et B passant par 
D, la polai're de D passe par les pôles A^ et B^, de ces tangentes, c'est 
donc A^B^. Quand B vient en A^ il en est de même de D un point 
d'une courbe pouvant être considéré comme le point d'intersection de 
deux tangentes infiniment voisines. Alors B^ se rapproche de A^, et la 
droite A^ B^ devient la tangente en A,, qui est ainsi la polaire de A (po- 
sition limite de D). 

(Nous nous appuyons sur ce fait facile à constater que la position li- 
mite de la polaire d'un point est la polaire de la position limite de ce 
point) . 

Les deux courbes C et C, se nomment deux courbes polaires réci- 
proques. 



§ 38. — Polaire réciproque d'un cercle. — Nous démontrerons 
d'abord le théorème suivant : 

Le rapport des distances de deux points A et B au centre est égal au 
rapport des distances de chacun de ces points à la pola'^re de Vautre, 
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Soit Pie point où la polaire de A rencontre OA, Q celui où la polaire 
de B rencontre OB,on a : OA X 0P= R% 03 X OQ = R». . 




Du point B menons BM perpendiculaire sur la polaire de A, et la 
coupant en M; menons de même AL perpendiculaire sur la polaire de 
B etla coupant en L. Enfin supposons que la parallèle menée par A à 
la polaire de B coupe OB en H, et que la parallèle menée par B à la po- 
laire de A coupe OA en K. De cette façon ALQH, BMPK sont des rec- 
tangles, et Ton aura (§ 4) 

OP = OK - PK 

Or PK = MB comme côtés opposés d'un rectangle, donc 

OP = OK — MB 

pour la même raison, OQ = OH — LA. 
La relation OA X 0P=: OB X OQ donne alors : 

OA X fOK - MB] = OB [OH - LA] 

Mais les triangles rectangles semblables OBK, OAH donnent : 
^ = 5| ou OA X OK = OB X OH (ceci a lieu aussi en signe) 
il reste donc dans l'égalité précédente : 



OA X BM = OB X AL 



ou encore : 



OA AL 



0B~~ BM 



ce qu'il fallait démontrer. 
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§ 39. — Consi(iéi'ons maintenant un cercle de centre C et de 
rayon a : soit T une tangente, A la polaire de C, M le pôle de 
T. Désignons par le signe M^A la distance du point m à la 
droite A. On aura d'après le lemme ci-dessus : 

Om _ MjA 
OB— a 

ou bien : 

Om OC 
M^A a 

OC 

— est une constante que nous désignerons par e. Le lieu cher- 
ché, polaire réciproque du cercle C est donc le lieu des points 
dont le rapport des distances à un point fixe et à une droite 
fixe A est égal à une constante e. 

Nous verrons plus tard qu'une telle courbe est une section 
conique. est un foyer, A une directrice, e l'excentricité. 

On peut voir dans quel cas la courbe a des branches infi- 
nies. On voit sans peine que si T vient passer par 0, le point 
M s'éloigne à l'infini dans une direction perpendiculaire à T. 

Or si est extérieur au cercle C, deux tangentes T passent 
par 0, il y aura donc sur la courbe deux points à l'infini. Il 
en sera ainsi si OC > a ou e> 1. Si OC = a, (ou e = 1) les deux 
directions se réduisent à une seule. Si e <i il n'y a plus de 
tangentes issues de à C, partant plus de branches infinies. 
On a ainsi les trois formes de sections coniques, hyperbole, pa- 
rabole, ellipse. 



§ 40. — . Pôle et plan polaire par rapport a une sphère. — 
Donnons-nous maintenant dans V espace un centre et une cons- 
tante K ; à tout point A de l'espace nous ferons correspondre un 
plan P de la façon suivante: 

Prenons sur OA un point H, tel que OHXOA = K, (en gran- 
deur et signe) et par ce point nous mènerons le plan P per- 
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pendiculaire sur OH. Le plan P ainsi construit sera le plan po- 
laire de A. 

Si on mène par OA un plan quelconque, il coupera le plan 
P suivant une droite D, perpendiculaire à OH, de sorte que dans 
ce plan D sera la polaire de A. Cette propriété permet de ra- 
mener l'étude du plan polaire à celle de la polaire dans le plan. 
Ainsi : 

1° Si le plan polaire d'un point A passe par un point B, le 
plan polaire de B passe par A; en effet le plan AOB coupe le 
plan polaire suivant deux droites qui sont les polaires respecti- 
ves de A et de B, et l'on est ainsi ramené à ce théorème dé- 
montré antérieurement, que si la polaire de A passe par B, celle 
de B passe par A. 



§ 41 . — 2» Supposons que plusieurs points soient en ligne droite 
sur une droite D, il est facile de voir ce que sont leurs plans polaires. 
Ils sont d'abord tous perpendiculaires au plan OD puisque chacun 
d'eux est perpendiculaire à une droite de ce plan ; de plus si de on 
abaisse une perpendiculaire sur D, qui coupe D en K, et si on prend 
sur cette droite le point L tel que OK X OL = /c les plans polaires 
passeront tous par L, parce que le plan polaire de L contient D ; tous 
ces plans passeront donc par une même droite menée par L perpendi- 
culaire à D, soit A cette droite. Ces deux droites sont dites conjuguées. 

On voit que deux droites conjuguées D A sont rectangulaires entre 
elles et perpendiculaires toutes deux à l'intersection des plans OD, OA. 
Enfin le produit des distances OD X OA est en grandeur et signe égal 
à K. Quand un point est sur l'une de ces droites son plan polaire passe 
par l'autre. 



§ 42. — 3® Le rapport anharmonique de quatre points en ligne 
droite est égal à celui de leurs quatre plans polaires, — On le voit de 
suite en coupant par le plan qui contient la droite et passe par 0. On 
est ramené au théorème analogue de géométrie plane. 
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§ 43. — Cas ou la constante k est positive. — Si la constante k 
est positive, on peut poser k z=R', et considérer une sphère de rayon R 
ayant le point pour centre. Si une sécante passant par A coupe en B 
le plan polaire de A et rencontre la sphère en P et Q, P et Q seront 
conjugués harmoniques par rapport à A et B. On le voit de suite en 
coupant par le plan OAB. 



§ 44. — Polaires réciproques dans l'espace. Dualité. ~ A un 
point A de l'espace faisons correspondre son plan polaire «. Aux diffé- 
rents points A d'un plan P, correspondront des plans a, passant par le 
pôle w de P ; car si le pian polaire P de w passe par A, le plan polaire 
de A passe par w. Aux différents points d'une droite correspondront 
des plans passant par la droite conjuguée. Considérons une s^irface S 
non développable, c'est-à-dire une surface qui n'est touchée qu'en un 
point par ses plans tangents. Le lieu des pôles des plans tangents à la 
surface S sera alors une surface i que l'on nomme la polaire réci- 
proque de S. Il y a réciprocité entre S et 2, c'est-à-dire que la surface S 
est le lieu des pôles des plans tangents à i. 

Pour démontrer cette proposition, désignons par A un point de S, 
par T son plan tangent, par Q le pôle de T. Prenons sur S deux points 
A' et A" voisins de A, nous désignerons par T' T" les plans tangents en 
ces points, par 6' 0" leurs pôles. Nous ferons tout à l'heure tendre 
A' et A" vers A. Nous supposerons que ces points tendent vers A de 
façon que le point de rencontre de TTT' ait une position limite bien 
déterminée, c'est-à-dire que la position limite de la droite d'intersec- 
tion de T et T" ne soit pas la même que celle de T et de T. 

Soit D le point où se coupent TT'T", w le plan polaire de D, de ce 
queT,T',T" passent par D, on conclut que w contient O' Q", mais quand 
A' A" tendent vers A, le point D tend vers A, et le plan w vers le plan 
polaire de A, le plan limite de i9, 6', 6", est d'ailleurs bien déterminé 
d'après l'hypothèse faite; il coïncide donc avec le plan w polaire de A. 
Mais ce plan limite est le plan tangent en Q, ce qui démontre la propo- 
sition. 

3 
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§ 45. — Supposons maintenant que la surlace soit une déceloppable, 
c/est-à-dire que ses plans tangents la touchent non pas en un seul 
point, mais suivant une drjite. Pour voir ce qui se passe dans ce cas» 
observons que si deux surfaces sont inscrites dans cette développable, 
de façon que tout plan tangent à la développable touche à la fois ces 
deux surfaces, les potes de ces plans tangents seront à l'intersec- 
tion des deux polaires réciproques des deux surfaces considérées. 
Ainsi le lieu des pôles des plans tangents d'une développable A n'est 
plus une surface mais une courbe C. A la droite d'intersection de deux 
plans tangents T et T, correspondra la droite joignant leurs* pôles fj 6'. 
Quand T' se rapprochera de T, la droite TT sera une droite située sur 
la développable, la droite Ob' deviendra alors la tangente en 'ô à la 
courbe. Ainsi à une génératrice de la développable A correspond une 
tangente à la courbe C. A un plan passant par une tangente à C 
correspondra un point sur la droite qui correspond à cette tan- 
gente; ainsi aux points de A correépondent des plans passant par des 
tangentes à G, que l'on nomme aussi des plans tangents à C. 

§ 46. — Si A est un cône, tous ses plans tangents passent par son 
sommet ; la courbe correspondante a donc tous ses points dans le plan 
polaire du sommet, c'est une courns plane. 

Si A est un cylindre, son sommet est à l'infini, le plan polaire de ce 
sommet est le plan passant par perpendiculaire aux génératrices du 
cylindre. La courbe correspondante est donc encore plane et son plan 
passe par 0. 

§ 47. — En résumé : 

La figure polaire réciproque Est 

d'une une 

Surface non développable Surface non développable 

Développable Courbe 

Suface conique Courbe plane 

Surface cylindrique CourbeplanedontleplanpasseparO. 

Le principe de dualité consiste dans ce fait qu'à une figure on peut 
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toujours faire correspondre une seconde figure dite corrélative^ et telle 
qu'à des points et des plans de la 1" correspondent respectivement 
dans la seconde des plans et des points. Les propriétés de la première 
figure se traduisent par des propriétés de la seconde. Ainsi aux pro- 
priétés des points d'une courbe correspondent les propriétés des plans 
tangents à une développablc. 

Nous avons donné précédemment des exemples de dualité dans le 
plan. Nous rencontrerons des exemples de dualité dans l'espace, dans 
l'étude des surfaces du 2"' ordre. Nous terminerons donc là ce chapitre 
dont les applications ultérieures feront mieux comprendre toute la 
portée. 



QUATRIÈME LEÇON 



Figures homologiques dans le plan et dans l'espace 

§ 48. — Dans le plan, considérons un point et une droite D, que nous 

nommerons respectivement centre et axe d'homologie ; désignons en 

outre par K une constante que nous appellerons constante d'homoloyie. 

A étant un point d'une figure F, prenons sur la droite OA un point A' 

tel que, en désignant par« le point où OA coupe l'axe D d'homologie 

A'O A'« 
on ait ^ i X« ~ ^' ^" ^^^^ ^^^- ^'^^ ~ ^* 
Les points A' correspondants des différents points A de la ligure F 

en formeront une autre F' qui sera dite hmnologique de F. 

A'O 
On voit que si D était à l'infini, on aurait simplement -r^ = K, et la 

figure F' serait la figure homolhétique de F. 

Deux points correspondants A et A' sont en ligne droite avec le point 

fixe 0. Voici d'autres propriétés des figures homologiques. 

§49. — V La figure homologique d'une droite ^ est une droite \' qui 
rencontre a sur l'axe d'homologie. En effet, soit A un point de A, A 
son homologue, B le point où A rencontre l'axe d'homologie ; M étant 
un point quelconque de A il s'agit de démontrer que son homologue 
est le point M' où A'B rencontre OM. Désignons par a et a les points où 
OA et OM rencontrent l'axe d'homologie, on a, en coupant le faisceau 
BO « A' A par OA et par OM : 

(0 a A' A) = (0 «' M'M) 

Or, le premier membre est égal à K parce que A' est l'homologue de 
A, donc le second est aussi égal à K, et W est l'homologue de M. Ce 
qu'il fallait prouver. On voit par ce qui précède, comment on construira 
l'homologue M' d'un point donné M, connaissant le centre, l'axe d'ho- 
mologie, et deux points homologues, A et A'. 
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§ 50. — 2* Le rapport anharnionique d3S quatre points ABCD en 
ligne droite est égal à celui de leurs quatre homologues, A' B' G' D'. 

Ea efïet, AA', BB', CC concourant en 0, chacun des deux rapports 
anharmoniques.est égala celui du faisceau (ABCD). 

§ 51. — 3" Le rapport anharmonique de quatre droites concourantes 
est égal à celui des quatre droites correspondantes. 

Soient en eflet quatre droites concourantes coupant l'axe d'homologie 
aux points a /S y 5. Les quatre droites correspondances couperont l'axe 
d'homologie aux mêmes points (§ 40), le rapport anharnionique des qua- 
tre droites données sera donc égal à celui des quatre points «.3yrî, de 
même que celui des quatre droites correspondantes ; d'où résulte la pro 
position à démontrer. 

§ 52. — 4* Deux figures F et F étant hotnologiques , le lieu des points 
de F dont les homologues dans F' sont à Vinfi,ni, est une droite I parallèle 
à Vaxe d*homologie. De même le lieu des points de la seconde figure F' 
ayant leurs homologues dans F à Vinfini, est une droite J' parallèle à 
Vaxe d'homologie. 

Soient en effet A et A' deux points homologues, projetons ces points 
en H et H' sur une perpendiculaire menée par â Taxe : AH et A'H' 
étant parallèles à cet axe, « étant le point où OA rencontre l'axe d'ho- 
mologie, ,â le point où OH rencontre ce même axe, on aura (0 « A'A)=: k ; 
or (0 « A'A) = (0 p H'H) donc on a- (0 ^ H'Il) = K ou bien : 

H'O . 110 __ 

Si H' est à l'infini, le rapport ,^ est égal à l'unité, et l'on a: 

[:--=: k, éf^alité qui détermine le point H. Ce point étant fixe, le lieu 
H. '5 

de A est la droite I menée par H parallèlement à l'axe d'homologie. De 

iro 

même si H est à l'infini (A y étant par cela mè:ne) on a „,^ = k. Le 
point H' est déterminé par cette égalité. Le lieu de A' est alors une 
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droite J' menée parallèlement à l'axe d'homologie par le point H' ainsi 
déterminé. 

Les points à Tinfîni ayant leurs homologues en ligne droite, nous les 
considérerons comme en ligne droite, et nous dirons la droite de rin- 
fini en parlant des points à l'infini d'un plan. 

§ 53. — Etant donnés le centre et l'axe d'homologie, ainsi que l'une 
des deux droites I oii J', proposons-nous de construire Vhomologue 
d'un point quelconque, 

M étant un point de la première figure, joignons OM, sur laquelle 
doit se trouver le point M' que l'on cherche. Menons par M une 
perpendiculaire sur l'axe d'homologie, qui coupe cet axe en « 
et la droite I en G. L'homologue de G est à l'infini sur OG ; la droite 
homologue de MG doit passer par ce point, c'est-à-dire être parallèle à 
OG, et elle doit passer par «, c'est donc la parallèle menée par a à OG ; 
elle coupe OM au point M' cherché. 

Les deux triangles semblables OGM M'«M, donnent : -^ = — et 

cette égalité a lieu aussi en signe. G a est une constante p ; GM est 
la distance de M à la droite I, donc le rapport des distances d'un point 
M au centre d'homologie et à la droite de la ligure F, qui correspond à 
l'infini dans F' est proportionnelle à la distance de M' au centre d'ho- 
mologie. (Prière au lecteur de faire la figure,) 

Cette dernière propriété des figures homologiques donne immédiate- 
ment la figure homologique d'un cercle ayant pour centre le centre 
d'homologie. Nous supposerons, pour garder les mêmes notations 
que ci-dessus, que ce cercle appartient à la seconde figure. Alors c'est 

OM' qui est constant, et la proprié-té ci-dessus montre qu'il en est de 

A A OM 
même de ^rr. . 

(jM 

Nous retrouvons ainsi le lieu des points dont le rapport des dis- 
tances à un point fixe et à une droite fixe est constant, lieu qui a déjà 
été étudié comme polaire réciproque d'un cercle. 

§ 54. Rapports entre l'homologie et l\ perspective. — Etant don- 
nés un plan P dans l'espace et un point S hors de ce plan, si l'on join 
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S à un point quelconque M de l'espace, le point M' où la droite SM 
perce le plan P est la perspective ou projection conique du point M sur 
le plan P. S est le centre de projection, P est le plan de projection. 

La perspective d'une droite D est la droite D' intersection du plan P 
par le plan SD, car si M est sur I), la droite SM est dans le plan SD. 

Considérons plus particulièrement une figure plane située dans un 
plan Q. Soit A l'intersection des plans P et Q. Une droite D située 
dans Q coupera A en «, et le point « sera à lui-même sa perspective, 
puisqu'il est dans le plan P; D' passera donc par « ; si nous rabattons 
le plan Q sur le plan P, en le faisant tourner autour de A, D' ne ces- 
sera pas de passer par «. Deux droites correspondantes D et D' se 
couperont donc après rabattement sur une droite fixe A. 

Mais alors les deux figures seront homologiques, car si nous pre-. 
nons 3 points ABM et leurs 3 correspondants (rabattus) A'B'M', nous 
aurons deux triangles dont les côtés correspondants se coupent en 
3 points en ligne droite. II en résulte que AA' BB' MM' sont concou- 
rantes, donc quand M variera, la droite MM' ne cessera pas de passer 
par le point fixe où se coupent AA' et BB'. 

. Ceci suflît à démontrer l'homologie des deux figures, car si AA 
coupe*A en ^ et si MM' coupe A en y, et si désigne le centre d'ho- 
mologie, on aura « étant le point de concours de AM et A'M' sur A. 

(0 p AA') z=z c: (0 .5 AA') — « (OyMM') = (OyMM') 

le rapport anHarmonique (Oy MM') est donc constant. 

§ 55. — Réciproquement si deux figures sont homologiques et si 
autour de l'axe A d'homologie on fait tourner l'une des deux figures 
d'un angle quelconque, on aura deux ligures perspectives l'une de 
l'autre. 

Il suffit, pour le démontrer, de faire voir que chaque droite MM' joi- 
gnant deux points homologues, passe par un point S lixe. Après le 
déplacement, les droites homologues ne cessent pas de se rencontrer 
sur A ; soit un triangle ABM et son homologue après déplacement 
A'B'M'. AB, AB' se coupant sur A sont dans un môme plan H, de 
même AM, A' M' sont dans un plan H', BM, B'M' dans un plan H" la 
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droite MM' étant dans le plan H' et dans le plan H" est l'intersection 
de ces deux plans ; cette droite coupe H en un point S, qui est le point 
commun aux trois plans H H' H", et qui est sur AA' intersection de 
H et H', et sur BB' intersection de H et de H", donc la droite MM' 
passe constamment par le point S où se coupent les deux droites fixes 
A A' et BB' fce qu*il fallait démontrer J . 

§ 56. — Si deux figures sont les perspectives d'une troisième figure 
(non plane), avec le même centre S de projection, elles sont évidem- 
ment perspectives l'une de l'autre; donc, d'après la proposition précé- 
dente, en les ramenant dans le môme plan, on les rend homologi- 
ques. 



Homolog^ie dans l'espace 

§ 57. — Nous considérons un plan P, et un point 0, nommes plans 
et centre d'homologie; 'enfin une constante A', dite constante d'ho- 
mologie. Soit M un point d'une figure F, menons OM qui coupe P au 
point «, et prenons le point M' tel que le rapport anharmonique (OaM'M) 
soit égala A:; les points M' correspondant aux différents points M de la 
figure F formeront une figure l ' dite l'homologique de F. Les pro- 
priétés de l'homologie dans l'espace sont analogues à celles de l'homo- 
logie plane. 

§58. — 1" La figure homologique d*vne droite D est une autr 
droite D' rencontrant la première dans le plan d'homologie. 

En effet, menons par D et par le centre d'homologie un plan Q qui 
coupe le plan P suivant une droite A, On voit que la figure homolo- 
gique de D sera la même que-s'il s'agissait d'une homologie plane dans 
le plan Q, a étant l'axe d'homologie. Cette figure est donc une droite D' 
qui coupe A au même point que D, et par conséquent D' coupe le plan 
P au même point que D, puisque A est dans le plan P. 

La proposition est donc démontrée. 



* •• ■ 
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§ 59. — 2* La figure homologique d'un plan &> est un plan cd'; la 
droite d'intersection de ces deux plans est dans le plan d'homologie. 

Soit A un point quelconque du plan &>, D la droite (qui peut être à 
rinfinî) suivant laquelle il coupe le plan d'homologie, A' Thomologue 
de A, et B un point de la droite D. D'après le théorème précédent, la droite 
A'Best rhomologique de AB, mais quand B décrit la droite D, de façon 
que AB engendre le plan w, A'B engendrera le plan w' du point A' et de 

# 

la droite D, ce qui démontre la proposition. 

§ 60. — 3° Le rapport anharmonique de quatre points en ligne droite 
est égal à celui de leurs quatre homologues. 

En effet, chacun des deux rapports est égal à celui des quatre 
droites joignant ces points au centre d'homologie. 

• 

§61. — 4" le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre droites 
situées dans un même plan est égal à celui des quatre droites corres- 
pondantes . 

En effet, chacun de ces deux rapports est égal à celui des quatre 
points en ligne droite, où les droites rencontrent le plan d'homologie. 

§ 62, — 5* Le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre plans 
passant par une même droite est égal à celui des quatre plans homo- 
logues. 

Car chacun d'eux est égal à celui des quatre droites suivant les- 
quelles ces plans coupent le plan d'homologie. 

§ 63, ^ 6» Etant données deux figures homologiques F et F', le lieu des 
points de F qui ont leur homologue dans F' à Vinfini est un plan I, 
parallèle au plan d'homologie; le lieu des points de ¥' dont les homo- 
logues dans F sont à Vinfini est un autre plan J' également parallèle au 
plan d'homologie. 

<:onsidérons en effet un plan Q passant par et perpendiculaire au 
plan P d'homologie. Ce plan coups les deux figures F et F' suivant 
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deux figures homologiques planes, car les droites homologues situées 
dans ce plan vont concourir sur la droite d'intersection des plans 
Q et P. Dans cette homologie plane, il y a deux droites i et /; i par 
exemple est le lieu des points de F situés dans Q ayant leur homo- 
logue a l'infini. En faisant tourner Q autour de la perpendiculaire 
menée de sur P, la droite i engendre un plan I, qui est le lieu des 
points de F dont les homologues dans F' sont à l'infini. De même on 
aura le plan J' engendré par la droite/ tournant autour de la perpen- 
diculaire menée de sur P. 

§ 64. — T Si M et M' sont deux points JiomologueSy P la distance de 
I à P, on a: 

OM _ f)M' 
MI ~ P 

En edet, si nous menons par OMM' un plan perpendiculaire au plan 
d'homologie, cette relation a lieu pour les figures homologiques planes 
obtenues en coupant les figures F et F' par ce plan. 

§ 65. — 8" Deux courbes planes homologiques Vune de Vautre, mais 
situées dans deux plans différents, peuvent toujours être placées de façon 
à être homologiques dans le même plan. 

En efîet, la droite joignant deux points homologues passant par un 
point fixe, ces deux figures planes sont la perspective l'une de l'autre, 
et l'on sait que deux pareilles figures peuvent être placées de façon à 
être homologiques dans le même plan. 



CINQUIÈME LEÇON 



Homographie 

§ 66. — Considérons une droite L sur laquelle nous choisissons 
une origine A et un sens positif AX. Chaque point M de la droite 
sera défini par son abcisse AM que nous désignerons par .r. 

Si au lieu du point A oa choisissait une nouvelle origine Ai 
dont l'abcisse AA^ est a, la nouvelle abcisse .r, du point M se- 
rait liée à l'ancienne par la relation 

AM+MA| + A^A = ou AM=:AA, +A^M c'est-à-dire x=za-{'X^ 

P. M 
On pourrait aussi définir le point M en donnant le rapport *- 

des segments déterminés par le point M et deux points fixes P 
et Q ; si A désigne ce rapport, p et q les abcisses de V et Q 
on a, comme on l'a vu dans la première leçon (§ 6) 

Enfin, on peut définir le point M en donnant le rapport anhar- 

MP RP 
monique mTt'utt où P, Q et R sont trois points fixes de la droite. 

Si l'on appelle u. cette quantité, et K le rapport constant -^ 
on aura : 

p ^iLKq 

X:K = j/. d'où )v = v.K et par suite x^=~ ' .. 

X est une fraction du premier degré en À ou en y., de sorte que 
si x^x^x^Xk sont quatre valeurs de .r, /, /jÀa/i les qualre valeurs 
correspondantes de >, a. w, 7.3^.4 les quatre valeurs correspondantes 
de fA,'on aura, d'après un théorème du chapitre 1" 

Xi -X2 . Xj —Xi __ ^—2-3 . ^— *^* __ ^ -zJ^3 . !^— _.^* 
x, - Xi ' Xi-x^ /, - /3 ' >*? - '^4 ."s - ,"3 ' Fi - y^ 
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§ 67. — Considérons maintenant une seconde droite L' sur la- 
quelle on a choisi une origine B' ; soit x' l'abcisse d'un point M 
de la droite. 

S'il y a entre x et a?' une relation de la forme: 

O Aicx' + Bx + Cx' + D^O 

On dit que les points M et M' sont deux 'poïni^ correspondants 
de deux divisions homographiques. La relation précédente ne 
change pas de forme par un changement d'origine, c'est-à-dire 
si l'on pose x = a-{-x^ x'^=b' -\-x\. 

Si A est nul, on dit que les deux divisions sont semblables ; 
dans ce cas on voit que si x grandit indéfîniment, il en est de 
même de x' et inversement. 

Si au contraire A n'est pas nul on a: 

Cx'-f D 



(') X=z^ 



Ax'-I- B 



On voit que x graildit indéfîniment quand le dénominateur devient 

nul, c'est-à-dire quand x' devient égal à — -r- 

On verra de même que x' devient infini quand x devient égal 
C 



§63. — D'après la formule (*) x est une fraction du premier degré 
en x', donc d'après un théorème du chapitre premier, le rapport anhar- 
?noniquede qaitre poimts M eU égal à celui des quatre points correspon- 
dants M'. 

On peut encore démontrer cette proposition comme il suit. Choisis- 
sons sur la première droite pour origine le point 1 dont le correspon- 
dant est à l'infini sur la seconde droite, puis sur la deuxième droite 1 . 
point J' ayant pour correspondant le point à l'infini de la premièree 

Avec ces origines — — et — - seront nulles, la relation (•) se réduira 

donc à Arx' + D = o 

ou bien xx' = K en posant — -— = K 

On aura donc M et M' étant deux points correspondants : 
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(') IM X J'M' = K 

Nous avons écarté le cas où I et J' seraient à l'infini ; dans ce cas, du 
reste, lavérification directe du théorème que nous allons démontrer 
serait bien facile, un segment joignant deux points M et M^, étant dans 
un rapport constant avec le segment M'M/, formé des deux points cor- 
respondants . 

K 
Laissant donc de côté ce cas, on tire de C) J'M' = 



IM 
de même : J'M' == jr, 

IM 

par suite : 

M'M' - J'M' _ J' M' - -^ - A - KlIMzriMi _ ^ M.M 
MM,_JM, J M — j^^ IM-(IM, XBD — IM, XIM 

ou bien : 

^^^' --ïm~xTm; 

on aura de même : 

M'M' — - -^J^î^^ 
^^«— IM X IM, 

M'M'i _ MM< IMs 

et par suite : ^^^ - -j;}^- X m; 

M'oM'^ _ MoM^ ^ IM» 

on aura de même : m'«m^ — m^^^^; X j^ 
d'où par division : 

MW^- . MVVTi _ MM^ . MoM^^ 
M'M's • M'oM'ï ~ MMj • MoM, 

OU (M'^ M', M' M'o) = (M^ Mî M Mo) ce qu'il fallait démontrer . 

§ 69. — Ce théorème admet une réciproque. Si Von a sur la droite L 
trois points P Q R et sur la droite L' trois points F Q' R', si à tout point 
de L on fait correspondre un point de L tel que Von ait entre ces deux 

points M et M' la relation 

(PQRM)=:(P'Q'R'M') 

les points M et M' sont deux points correspondants de deux divisions 
homographiques. 

En effet, soient p q r x, p' q' r' x' les abcisses des points P Q R M 
F Q' R' et M'; la relation précédente s'écrira ; 
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m 

p —r , p — X ;/ — r ' . p' — x' 

q -^ • q — X q' — V ' q' — x' 

p' — I'' p — r 
désignons par h le rapport constant , _ ^ '• ^ZITf ^^ ^"*'^ • 

^' q' — X' -^ ''" q — X 

et en chassant les dénominateurs, on obtient une relation de la forme (*) 
Nous emploierons souvent des relations liomographiques écrites sous 
la forme (*) 

§ 70. — Théorème. — Deux dimsions hoinographiques d*une troi- 
sième sont homographiques entre elles : 

y" Démonstration. — Soient deux points M et M' ayant pour corres- 
pondant M", X, x'. x" les abcisses de ces trois points. 
M et M' étant homographiques, on a une relation de la forme 

A jx" + Bx + Cx" + D = 

de même M' M" étant homographiques on a ; 

A'x'jf + B'x' + CV -f D' 1= 

éliminant .i" entre ces deux relations, on a la suivante: 

( nx + D) ( AV + C; - ( Aj; + G) (BV + D') = 

qui montro que les points M et M' se correspondent homographique- 
ment. 

§ 71. — ^"^ Démonstration. — Pour écrire que les points M et M' se 
correspondent homographiquement, nous écrirons (M) = (M') en enten- 
dant par là que le rapport anharmonique de quatre positions de M est 
égal à celui des quatre positions correspondantes de M'. De ce que M et 
M" se correspondent homographiquement, on conclut (M) = (M") de 
même (M') = (M") d'où l'on conclut (M) = (M') ce qui démontre la pro- 
position énoncée. 

§72. — Faisceaux homographiques. — En joignant les points cor- 
respondants M et M' de deux divisions homographiques à deux points 
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tixes S et S' on obtient deux faisceaux SM S'M', dits homographiques. 
Nous appellerons S (M) le rapport anharmonique de quatre rayons 

S (M). 

On aura S(M) = (M) = (M') = S'(M') d'où S(M) = S'(M') 

§ 73. — Différentes manières (Tobtenir des divisions et des faisceaux 
homograpfiiques. 

Si un rayon tourne autour d'un point S les points M et M' où ce 
rayon coupe deux droites .D et D' forment deux divisions homogra- 
phiques, 

car (M) = S(M) = S(M') = (M') 

Si on joint à deux points fixes S et S' un point variable M d'une droite, 
les rayons SM S'M forment deux faisceaux homographiques. 

car S(M) = (M)zi=S'(M) 

Si on fait tourner un angle autour de son sommet, les côtés de cet 
angle forment deux faisceaux homographiques. 

. En effet, l'angle M'SM étant constant, quand SM tourne d'un certain 
angle SM' tourne du même angle dans le même sens, donc quatre 
rayons SM' forment une figure qu'on peut superposer à celle formée 
par les quatre rayons SM en la faisant tourner d'un certain angle ; 
donc S(M) =r S(M'). 

§ 74. ~ Uhomographie est complètement déterminée par 3 couples 
d'éléments correspondants f Points ou rayonsj. 

Car soient AA', BB', GC, ces trois couples, un élément M étant donné 
son correspondant M' est donné par la relation : 

(ABCM) = (A'B'C'M') 

Théorème : Si dans deux faisceaux il existe trois couples de rayons 
correspondants SA, S'A', SB, S'B', SG, S'G' tels que les angles de SA 
avec S'A', de SB avec S'B' de SG avec S'G' soient égaux entre eux, 
l'angle de SM avec S'M' est constant. 

En effet, soit K la valeur de l'angle SA, S'A'. Considérons une droite 
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S'M', qui fait avec SM l'angle K, S'M\ et SM forment deux faisceaux 
homographiques, et SA, S'A' SB, S'B' SC, S'C sont 3 couples de rayons 
correspondants. D'où il résulte que S'M'^ coïncide avec S'M', ce qui dé- 
montre la proposition. 

* 

§ 75. — Théorème. — Si deux droites se coupant en A portent deux 
divisions homographiques tel que le point A considéré comme appar- 
tenant à la première droite ait pour homologue le point A sur la deu- 
xième, la droite MM' joignant deux points correspondants passe par 
un point fixe. 

Soient en effet B et B', G et G' deux couples de points correspon- 
dants ; on aura (ABCM)=:(A'B'C'WO. 

Ges deux rapports anharmoniques égaux ayant un point commun A, 
BB' GG' et MM' concourent ; donc MM' passe par le point S où se 
coupent BB' et GG'. 

§ 76. — Théorème. — Si deux points situés sur une droite A sont 
les sommets de deux faisceaux homographiques, et si au rayon A du 
1" faisceau correspond le rayon A dans le second, les points où se 
coupent deux droites M et M' correspondantes sont sur une droite 
fixe. 

Soient en effet B et B', G et G' deux couples de rayons correspon- 
dants ; on aura (ABGM) = (AB'G'M'). 

Ges deux rapports anharmoniques égaux ayant un rayon commun A, 
les points de rencontre de B et B', de G et G', de M et M' sont en ligne 
droite, donc le point de rencontre de M et M' décrit la droite L qui 
joint le point de rencontre de B et B'au point de rencontre de G et G'. 

{"On remarquera que nous avons fait deux démonstrations corréla- 
tives J, 

§ 77. — Application. — Considérons deux droites OX et OY, pre- 
nons sur OX un segment OP égal à x sur OY un segment OQ=y et 
menons PM parallèle à OY, QM parallèle à OX qui se coupent en M ; 
on sait que x et y se nomment les coordonnées du point M. Je dis que 
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s'il y a entre x et y une relation du premier degré Aa;+B?/+G = 
le lieu du point M est une droite. En effet, dans ce cas, les points P et Q 
forment deux divisions homographiques semblables; P allant à Tin- 
fini sur OX, son correspondant Q va à l'infini sur OY ; il en résulte 
que Px\l et QM forment deux faisceaux homographiques, dont les som- 
mets sont à l'infini, et que la droite de l'infini qui contient les 
sommets des deux faisceaux se correspond à elle-même, par consé- 
quent le point M de rencontre de deux rayons correspondants PM, 
QM décrit une droite. 

La réciproque est vraie; si M décrit une droite, il y a entre x et y. 
une relation du premier degré ; en effet, on a (P) — (M) ; (Q) = (M) 
donc (P) = (Q), par conséquent les points P et Q forment deux di- 
visions homographiques, Jiiais si M est à l'infini, P et Q sont aussi à 
l'infini ; par suite les deux divisions sont semblables, et la relation 
entre x et y ne contient pas de terme en xy. 

Elle est de la forme : Ax + By + G = 0. 

§ 78. — Faisceaux homographiques de plans. — Si l'on a deux 
droites D et A, et deux divisions homographiques sur deux autres 
droites, M et M' étant deux points correspondants de ces deux divi- 
sions, les plans passant l'un par D et M, l'autre par A et M' sont dits 
former deux faisceaux homographiques de plans. Alors le rapport 
enharmonique de quatre plans D M, est égal (§ 19) à celui des quatre 
plans correspondants AM'. Il est clair que deux faisceaux homogra- 
phiques de plans sont coupés par un plan quelconque suivant deux 
faisceaux homographiques de droites. 

§ 79. — Divisions homographiques sur une même droite, points dou- 
bles. — Si deux divisions homographiques sont sur une même droite, 
nous conviendrons de prendre une seule origine pour les abcisses 
des points M et M'. Cherchons alors si les points M et M' peuvent coïn- 
cider; faisons x = x'. dans la relation d'homographie ; nous obtenons 
une équation du second degré. Ax^ -f" (1^ + G) -^ + ^^ — o. 

Si (B + Q^ — ^* AD est positif, cette équation a deux racines ; il y 

4 
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a donc deux points P et Q tels que chacun d'eux coïncide avec son 
correspondant ; si (B -|- C)* — 4 AD est nul, les deux racines de l'é- 
quation deviennent égales entre elles, les points P et Q viennent se 
confondre : Si (B+C)* — 4 AD est négatif, ils disparaissent ; on dit 
qu'ils sont imaginaires. Lorsque P et Q existent, le milieu de PQ a 
pour abcisse la demi-somme des racines de Téquation précédente 

— - ~ — ; c'eut aussi le milieu de la droite I J' car les points I et J' 

ont respectivement pour abcisses — t- et — t— . 

On conviendra de continuer à appeler ce point le milieu de PQ 
quand P et Q sont imaginaires, de même, quand P et Q existent on a ; 

(PQ)« = (OQ - OP)* = (OQ + OP/ - 4 X OP X OQ = (^ -)* 

_ ,D (B 4-C)« —4 AD. 

A ~" A» 

Si P et Q sont imaginaires (B -[- C)* —4 AD est négatif, on convient en- 
corededire que lexpression *— t^ est le carre de P Q. 

Ce sont là de simples façons de parler. Nous avons déjà trouvé des 
façons de parler analogues pour les conjugués harmoniques (§ 35). 

Si l'on joint à un point S les points correspondants M et M' de deux 
divisions homographiques on a deux faisceaux homographiques dont 
on obtient les rayons doubles enjoignant les points S et S' aux points 
doubles de deux divisions. 



§ 80. — Nous allons démontrer ici quelques propriétés impor- 
tantes des points doubles. 

Lorsqu'on a deux divisions homographiques, un point M de la 
droite qui les porte toutes deux, étant considéré comme apparte- 
nant à la première division, a son homologue M' de la deuxième, 
mais on peut aussi considérer M comme appartenant à la deuxième 
division ; il a alors pour homologue un point M^ de la première. 
Les deux divisions M' et M^ sont homographiques; leurs points 
doubles sont les mêmes que ceux des deux divisions données. 

En effet, on a (MJ=(M); (M)=:(M') donc (M,)=(M') ce qui 
démontre la première partie du théorème. 
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De plus, pour que M^ coïncide avec M il faut que M' coïncide 
avec M, ce qni démontre la deuxième partie, car alors M coïn- 
cidera avec M'. 

Cette deuxième partie subsiste encore quand il n'y a pas de 
points doubles, en ce sens que le milieu du segment des points 
doubles et le carré de leur distance sont les mêmes. 

Pour le vérifîei', il suffit de remarquer qu'on a x, x' et x^ étant 
les abscisses des points M, M' et M^. 

^ Aj-a;' + Bj + Ca;^ + D = 

Axa-, + Bar, + Cx + D = 

et Téquation qui donne les points doubles est 

\x^ + {B + C)x + I)=0 

pour avoir la relation entre x' et x^ éliminons x entre les deux 
relations précédentes ; on a : 

C J7' + D _ B^i_+ D 
A ^+^ ~" Xv~+ c 

ou : 

A (C - B) x'x, + (AD - B') X, + (C* — AD) x' + D (C — B) = 

en faisant x^=:x' et divisant par C — B qui n'est pas nul, car 
dans ce cas les points M, et M' coïncideraient, on a; 

Ax*4.(B + C)x+D=z:0 

c'est la même équation du second "degré que ci-dessus, ce qui 
suffît à démontrer la proposition énoncée. 

§ 81. — Supposons qu'on prenne pour origine un point quel- 
conque a dont l'homologue dans la deuxième division sera dési- 
gné par a\ 

Ecrivons la relation d'homographie sous la forme : 

xx' + Bx+Cx'+D=zO 

en. supposant A = 1 ce qui est permis quand les points . I et J 
ne sont pas à l'infini. 
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On sait que pour j; = c» on a a;' = — B ainsi B= — aJ' de 

D 
"C 



' D 

môme C=z—a\. Maintenant pour x=:0 ou trouve .t' = — -.— 



d'où D=— CXaa'=:aI Xaa'. 
La relation peut donc s'écrire: 

« 

xx' — aJ'.x — al.x' -{-al.aa'^^O 

On pourrait de même l'écrire en appelant a, le point de la pre- 
mière division qui a pour homologue a dans la seconde. 

xaf—aJ'Xx — alX x' + a J' X' aa' = 

Je vais démontrer que le conjugué harmonique de a par rap- 
port à a'a^ est le même que par rapport aux points doubles. 
Soit en effet « ce point. Il est caractérisé par la relation: 

2 1,1 



aa. aa aa^ 

D'autre part si e et / désignent les points doubles on a pour 
déterminer leurs abcisses, l'équation 

x* — (al + ay)x + alXaa'=0- 
ou .!•' — (al + ay)x + ay X aa' = 



d'où 



par suite 



ae-[-af=al-{-ay 
ae.af=^al.aa'=zayraa' 



1 , 1 _ 1 , 1 



donc on a bien 



ae af aa^ aa' 



2 1,1 

a« ac aj 



ce qui démontre la proposition, mais si les points e et yn'exis- 
tent pas, cette relation continue d'avoir un sens, puisque 

ae. af , alXaa 

- est 

ae-\-aj al + aJ 

On dit que a et « sont conjugués par rapport aux points dou- 
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bles imaginaire^. Il est facile de vérifier que si est le milieu de 
IJ' et R* le '^arré (négatif) de la demi-dfstance de ces points 
en a : 

OaXO« = R» 

§ 82, — Propriétés de l'homographie dans le c\s ou les points 
DOUBLES sont iMVGiNAfREs. — Quaiid Us polnts doubles de deux di- 
visions homographiques sont imaginaires, il existe dans le plan de 
la figure, deux points S et S' symétriques l'un de Vautre par rapport à 
la droite, tel que si Ai et M' sont deux points correspondants, l'angle 
MSM' et l'angle MS'M', soient constants et toujours de même sens. 

En effet., prenons le point milieu des points IJ', puis en ce point 
élevons une perpendiculaire à la droite, et prenons sur cette perpen- 
diculaire une longueur OS égale à la racine carrée du carré changé 
de signe de la demi-distance des points doubles ; c'est-à-dire que : les 
points doubles étant fournis par l'équation er'-|- (B-fC) a?+ D=0, et 
cette équation n'ayant pas de racines réelles, le carré de la demi- 
distance des points doubles est : 

— — ~. quantité qui est négative 



on prend donc OS = ^^P'-<«^^)" 

On prendra de même OS' de l'autre côté de la droite, sur la 
même perpendiculaire S' et S seront symétriques par rapport à la 
droite. 

Gela posé, je vais montrer que l'angle MSM' est constant ; on sait 
d'après une remarque faite, qu'il suffît de montrer que trois posi- 
tions de cet angle sont des angles égaux de même sens (§ 74). 

Menons par S une parallèle PSQ à la droite MM', S étant entre P et Q 
étant le milieu de J't, les angles J'SO et OSl sont égaux et de 
même sens ; il en est de même de leurs compléments PSJ' ISQ. Or 
SP est l'homologue de SJ', SI l'homologue de SQ. Cela fait déjà deux 
angles égaux. 



54 LEÇONS SUft LES MÉTHODES DE LA GÉOMÉTRIE MODERNE 

Il reste à montrer qu*un troisième angle est égal à ces deux, et 
de môme sens ; or soit 0' l'homologue de 0, étant considéré comme 
appartenant à la première figure ; 01 X 00' est le terme constant de 
l'équation du 2* degré qui donne les points doubles et qui (avec l'ori- 
gine considérée) est x' + 01X00' =0 donc on a en grandeur et 
signe 01 X 00' = OS', et puisque OJ' = — 01, ; OJ' X 00' = — OS' 
donc SJ' est perpendiculaire à SO ; l'angle J'SO' étant droit ainsi que 
l'angle PSO (et de même sens) en enlevant J'SO on voit que les an- 
gles PSJ' et OSO' sont égaux et de même sens ; ce qui démontre la 
proposition. 

§ 83. — Autre démonstration. — Nous aVons vu que la relation 
d'homographie peut s'écrire (en prenant le point comme ori- 
gine) : 

xy^ - OJ'.T - Ol.a;' + 01.00' =: 

or ici on a : OJ' = — 01 et 01 X 00' = OS' 
donc : x:^ — 01 (a;' — a;) -f OS' = 

T X 

or 7^ c'est tgte OSM, -^ c'est tg OSM' en grandeur et signe. 

on a donc, en divisant l'égalité précédente par. OS' 

01 
os 



tg OSM X tg OSM' - ^ {tg OSM' - tg OSM) -{-1 = 



d'où l'on tire 

OS tg OSM' — tg OSM . rf\r.^n, /\c»*x _^ ♦ xk^xm» 

5l = 1 i- tg OSM X tg O SXP = *fl (OSM - ObM) = tg MSM' 

OS 

Q^ est la tangente de l'angle OIS zn V, on a donc : 

tg MSM' =1 tg\ d'où MSM' = V, ce qui démontre la proposition. 
Remarquons que si autour de la droite portant les deux divi- 
sions, on fait tourner le plan de la figure, le point S décrit dans 
un plan perpendiculaire à la droite un cercle de centre 0. Dans 
chacune de ses positions le point S possède la propriété énoncée. 

§ 84. — PrOPRIÉTK DE DEUX FAISCEAUX HOMOGRAPHIQUES A RAYONS 

DOUBLES IMAGINAIRES. — Deux fuisceaiLT homographiqucs, de même 
sommet, penvejit toujours être considérés comme la perspective de 
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deux faisceaux homographiques engendrés par les deux côtés d'un 
angle constant, tournant autour de son sommet. 

Coupons en effet les deux faisceaux PM, PM' par une droite 
quelconque D. Nous obtenons deux divisions M et M' à points 
doubles imaginaires; considérons l'un des points S du théorème 
précédent, amenons-le en 2 en faisant tourner le plan de la 
figure autour de la droite, l'angle MsM' sera un angle constant 
tournant autour de 2. En plaçant un centre de projection en un 
point quelconque de la droite P2, la droite PM sera toujours la 
perspective de dM, et PM, celle de 1M\ ce qui démontre la pro- 
position. 

On peut remarquer que SM et PM sont homologiques, puisque SM 
s'oblient en rabattant 2M dans le plan de la figure (§ 54) ; ainsi 
dans l'énoncé précédent, on peut remplacer le mot perspective par 
figure homologique. 



§ 85*. — Constructions relatives a l'homographie. — Nous ferons 

d'abord remarquer que les questions relatives aux faisceaux peuvent, 

en coupant par une droite, se ramener à des questions relatives à des 

points. Il ne sera donc pas nécessaire d'indiquer chaque fois deux 

constructions corrélatives. 

» 

/" Problème, — Trois couples de points A A' BB' CC étant donnés 
une homographie est définie, construire le point M' correspondant d'un 
point donné (Voir § 31). 

On doit avoir (ABCM) = (A'B'C'M'), il faut trouver le point M' sa- 
tisfaisant à cette condition. Ce problème a été résolu à la fin du 
second chapitre. Nous rappelons ici la solution. Supposons que 
ABCM. et A'B'C'M' soient sur deux droites différentes, on joint AB' et 
A'B qui se coupent en /5 AC et A'C qui se coupent en- y puis A'M qui 
coupe /By en 5, la droite A$ coupera A'B' en M'. En effet, soit « le point 
où /3y coupe AA' on aura : 

A'B'C'M' zn À(A'B'C'M') = v-f^yS =: A' «îyS) = A'(ABCM) =z ABCM 
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Si les points étaient sur la même droite, on joindrait les points 
ABCM à un point S quelconque et Ton couperait le faisceau S (ABCM) 
par une droite en AfB,C|M, on serait ramené au cas précédent. 

Cette construction n'exige que remploi de la règle ; il y en a d'au- 
tre?, mais elles exigent l'emploi du compas. On peut par exemple me- 
ner par A' une droite sur laquelle on prend A'B, = AB A'C, ==: AC 
A'M, ■=. AM, on joint B'B, et C'C, qui se coupent en S ; on joint SM^ 
qui coupe A'B' au point M'. 

En elTet on a : 

A'B'C'M' =. SCA'B'C'M) = S(A'B,C,M,) = ABCM. 

On voit que cette construction n'exige pas le tracé des cercles, mais 
le transport d'un segment sur une droite, ce qui se fait à l'aide du 
compas à pointes sèches ou d'une bande de papier. L'autre construc- 
tion n'exige strictement que la règle; elle n'est d'ailleurs pas plus 
compliquée. 

g 86" — Dm.rième 'problème. — Les données étant les mêmes que ci- 
dessus, construire les points l et J', 

On peut considérer ce problème comme un cas particulier du précé- 
dent. Supposons que ABC soient sur une droite, A'B'C sur une autre, 
joignons A' au point B. au point C et au point à l'infini sur la droite 
AB ; ce qui se fait en menant par A' une parallèle à AB; AB' et A'B se 
coupent en [:i, AC et A'G en y, et la droite fpy coupant la parallèle me- 
née à AB par A' en rî, on joint A5 qui coupe A'B' au point J'. En effet 
on a: a étant le point où ■'Sy coupe AA' : 

(A'B'C'J') — A (A'B'C'J') =• (ry.f^/S) = A' (ABC ^) = (ABC oo) ce qui de 
montre la proposition. 

Si les deujc divisions étaient sur la même droite, on prendrait 
un points, on joindrait SA SB SC et on mènerait S/;t parallèle à 
la droite; oi couperait par une droite quelconque qui donnerait 
quatre points ;a, B, C^ M^ on construirait le point J' tel que 
(A, B, C, M,) zz: (A'B'C'J'). 

(^e problème exigea l'emploi de la règle et celui de la fausse 
équerre pour tracer les parallèles. 
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§ 87. — 3" Problème. — Construire les points doubles. — Nous 
allons donner différentes solutions de ce problème. 

V Supposons d'abord que Ton ait construit les points I et J' ; 
soit leur milieu 0' le correspondant de 0, les points doubles 
P et Q sont donnés par la relation : 

OP* = - 01 X 00' 

On n'a donc, pour les avoir, qu'à prendre une moyenne propor- 
tionnelle entre 01 et 00', le problème ainsi résolu donne des 
points réels si est entre I et 0', sinon les points doubles sont 
imaginaires, mais la construction donne les points S et S', dont 
il a été question dans un théorème précédent (§ 82). 

§ 88. — 2° On donne trois couples de points correspondants. 

Je démontrerai d'abord le théorème suivant: 

S étant un point d'un cercle, est le sommet commun de deux 
faisceaux homographiques; SA et SA' sont deux rayons corres- 
pondants fircs qui coupent le cercle en .A et A', SM et SM' deux 
rarjona mobiles coupant le ceMe en M et M'. Dans ces conditions, 
AM' et A'M se coupent en un point P dont le lieu est une 
droite. 

En efïet, les rayons SM et A'M sont homographiques, car si 
le point M se déplace sur le cercle, SM et A'M tournent du 
môme angle égal à la moitié de l'angle dont a tourné le rayon OM, 
par suite, les angles de 4 rayons SM sont égaux aux angles 
des rayons correspondants A'M et de mémo sens; ainsi on a 
S (M) = A' (M) pour la même raison S (M') = A (M) 
donc: A (M') = A' (M) 

mais quand M vient en A', M' vient en A, donc dans les deux 
faisceaux A (M') et A' (M) la droite A A' se correspond à elle- 
même; donc le lieu du point P de rencontre de AM' et de A'M 
est une ligne droite (ce qu'il fallait démontrer). 

Cela posé, si l'on a trois couples de rayons correspondants 
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SA SA', SB SB' se, SC les points B,B' et C,G' étant aussi sur le 
cercle, les points de rencontre Q et R de AB', A'B, et de AC 




ce C 



et A'C, sont deux points de la droite lieu du point P. On peut 
donc tracer cette droite; soient a et |S les points où elle coupe 
le cercle ; si le point P vient en a, c'est que M et M' viennent 
en «.Sa est donc un rayon double. Il en est de même de S/3. 

Si l'on veut les points doubles de deux divisions homographi- 
ques sur une môme droite, on joindra les points correspondants 
donnés à un point S pris à volonté sur un cercle quelconque; 
on sera ramené au problème précédent. 

On voit que pour cette construction, il suffît d'un seul cercle, 
et que ce cercle peut être tracé d'une façon absolument arbitraire, 

§ 89. — Transformation des faisceaux et des divisions homo- 
GUAPHiQUES. — V Dans deux figures polaires réciproques, à quatre 
points en ligne droite correspondent quatre rayons passant par 
un même point et ayant même rapport anharmonique; on voit que 
si l'on a deux divisions homographiques, il leur correspondra 
dans la figure corrélative deux faisceaux homographiques. 



LEÇONS SUR LES MÉTHODES DE LÀ GÉOMÉTRIE MODERNE 59 

2° Dans deux figures homologiques, les rapports anharmoniques 
des divisions ou des faisceaux se conservant dans la fîgure trans- 
formée, à des divisions ou faisceaux homographiques correspon- 
dent des divisions ou faisceaux homographiques. 



SIXIÈME LEÇON 



Involution 



§ 90. — Nous démontrerons d'abord la proposition suivante : 
Si dans deux divisions homographiques à un point m contena- 
blement choisi, correspond un voint m' qui soit le même, que Von con 
sidère m comme appartenant à la première ou à la seconde ditision- 
la même propriété subsiste pour tous les points. 
En effet soit : 

Axx' + Bx' + Ct -h D = 

la relation d'homographie, nous supposons qu'il existe une valeur de 
X et une de x' satisfaisant à cette relation et à la suivante : 

A3ifx + Bx + Cx +D = o 

en retranchant cette égalité de la précédente on a : 

(B — C) ix' —X):=0 

or .r' n'est pas égal àr x sans quoi m serait un point double ; on 
a donc : 

R==C 

et la relation d'homographie s'écrit ; 

Axa' +B (.r + ,!•') + D = o 

et cette relation ne changeant pas quand on permute x et x' le 
théorème est démontré. 

Une telle homographie s'appelle une involution. La correspondance 
involutive possède les propriétés de la correspondance homogra- 
phique, et d'autres propriétés que nous allons indiquer. 

Les points i et J' coïncident, le point à l'inlini ayant même corres- 
pondant soit qu'il appartienne à la première d ivision, soit qu'il 



C'A' 


. GA' 


" OB' 


• CB' 


OAXC'A' 



LEÇONS SUR LES MÉTHODES DE LA GÉOMÉTRIE MODERNE 61 

appartienne à la seconde, le point leur mUieu, coïncide donc avec 
chacun d'eux et l'on a, M et 'M' désignant deux points correspon- 
dants quelconques : OM XOM' =/i (0 se nomme poin^ central), 

§ 91. — Soient ABC trois points A' B' C leurs correspondants ; 
on peut considérer A B C C comme ayant pour correspondants A' B' C C 

on a donc : 

(ABCC) =(A'B'C'C) 

GA . CV4 
^"' CB • CB 

ce qui peut encore s'écrire : 

CAXCA' __ 

CBXCB' ~" C'BXC'B' 

Bèciproquement une telle relation où C et C sont variables est une 
relation d'involution. Si x x^ a a' h h' sont les abcisses de CC AA' BB» 

cette relation peut s'écrire ^ "" ?, f "^ ?! , = . ~ k^ ,.j "" i.. ' 

^ {X — b) [X — h') [Xf — h\ (a;' — b ) 

et en chassant les dénominateurs et divisant par a/ — a?, on obtivint 
la relation voulue d'involution. 

On voit que l'involution est définie par deux couples de points cor- 
respondants. 

§ 92. — Si A, A'; B,B' sont deux couples de points correspon- 
dants de deux divisions homographiques, Eet F les points doubles, AB', 
BA' E et F sont trois couples de points correspondants d'une même 
involulion. 

En effet A BE F ayant respectivement pour correspondants homo- 
graphiques, A' B' E F on a : (ABEF) = (A' B' E F) 
ou d'après une propriété du rapport anharmonique : (ABEF 
= (B'A'FE) 
c'est à dire: 



EA . FA FB' . EB' 



EB • FB "- FA' • EA' 

EA X EB' FA X FB' 
OU encore : ^b x EA' = FB X . FA' 

et d'après le paragraphe précédent, cette relation est celle qu'il 
s'agissait d'établir. 
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5 93. — PoDCT5 DOCBLBS. — O tU2*U It pc/ini central^ M et 
M' deux points cone^pondimis quHco**^^^^. P fuii dt$ points doubles, 
on aura : 

OP* = OM X OM'. 

Pour que OP soit réel, U faut que M et M' soient du même 
côté de 0. La construction du p<>int central, celle des points 
doubles sont simples. Par deux points correspondants ÂÀ' fai- 
sons passer un cercle, et par deux autres BET un second cercle 
coupant le premier en P et Q. Si PQ coupe en O la droite por- 
tant riuToIution, on aura dans le premier cercle OP X OQ 
= OK X 0A\ et dans le second, OP x OQ = OB X OB'. 
On aura donc OÂ X OA' = OB X OB', O est bien le point 
central. En outre si n*est pas entre P et Q, menons de 
une tangente au premier cercle, le touchant en T, on aura OT* 
=: OA X OA'. OT sera alors la distance du point à chacun 
des deux points doubles que Ton peut ainsi construire. P et Q 
étant les points doubles, et leur milieu, la relation. 

OA X OA' = OP* 

montre que deux points correspondants quelconques A et A sont 
conjwjués par rapport aux points doubles. 

Réciproquement si deux points variables A et A' sont conjugués 
par rapport à deux points fixes P et Q, la relation OA' X OA 
= OP* montre que ces points forment une involution dont P et 
Q sont les points doubles. 



Ciouple de points commun à deux involutions 

§ 94. — Considérons deux involutions. Dans la première A et 
H ont pour correspondants respectifs A' et B' dans la seconde 
A" et B". 11 s'agit de trouver un point M qui ait même corres- 
pondant M' dans les deux involutions. Or, considérons les deux 
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divisions homographiques dans lesquelles A A' A" ont pour cor- 
respondants B B' B', d'après le § (92) les point M et M' 
devront être les points doubles de ces deux divisions. On est donc 
ramené à un problème connu. 



§ 95. — Involution ayant les mêmes points doubles qu'une homo- 
graphie. — Soient A et A' deux points correspondants homo- 
graphiques; Al le point de la première division dont l'homologue 

est A dans la seconde « le conjugué de A par rapport à a, et 
a. Nous voyons d'après le § (8?) qne a et « forment une invo- 
lution ayant mêmes points doubles que l'homographie. La recherche 
des poiuts doubles de deux divisions homographiques peut donc se 
ramener à la recherche des points doubles d'une involution. 



§ 96. — Faisceaux en involution. — Ce sont les faisceaux 
obtenus en joignant à un même point S les points correspondants, 
d'une involution. Aux points doubles de l'involution correspondent 
les rayons doubles du faisceau. 

Il est clair qu'en coupant deux faisceaux en involution par une droite 
quelconque, on obtient deux divisions en involution. 

Théorème. — Si un angle droit tourne autour de son sommet, ses 
deux côtés forment deux rayons en involution. 

En effet, ils forment deux faisceaux homographiques; et si au rayon 
SA correspond le rayon SB, il est clair qu'au rayon SB correspond 
le ray ou SA . 

Autrement. — Coupons par une droite quelconque, et menons SO 
perpendiculaire sur cette droite. Deux côtés de l'angle déterminent 
sur cette droite deux points M et M\ et d'après une propriété du 
triangle rectangle, on a : OM X OM' = -^ OS'. 

M et M' forment alors sur la droite une involution dont est le 
point central et dont les points doubles sont imaginaires. 
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§ 97. — Réciproquement, — V Etant donnée sur une droite une in- 
volution dont les points doubles sont imaginaires,, on peut trouver un 
point S tel que l'angle des droites obtenues en le joignante deux points 
correspondants M et M' soit droit. — En effet, étant le point cen" 
trat, on a fe étant une certaine constante : OM X OM' = — A;'. Pre- 
nons sur une perpendiculaire menée par à la droite portant l'invo- 
lution une longueur OS = A; ; l'angle MSM' sera droit d'après ce qui 
précède. — 2° Si les rayons doubles de deux faisceaux involutifs sont 
imaginaires, on peut toujours considérer deux rayons homologues 
comme les perspectives, ou les homologiques de deux rayons rectan. 
gulaires. Ceci se démontre comme au § 84. 

§ 98. — Exemples de divisions* ou faisceaux en involution. — 
Théorème. — Si par un point fixe P on mène une droie variable cou- 
pant un cercle C en M M', si l'on joint, ces points à un point fixe S du 
cercle C, SM, SM' seront deux rayons en involution. 

4 

Soit S^ le second point où PS rencontre le cercle C. D'après le § 35 
SM et S^M' se rencontrent sur la polaire de P par rapport au cercle 




en un point «, Alors (§ 34) le rapport anharmonique de quatre droites 
SM est égal à celui des quatre points «, ou des quatre droites Si M'. 
On peut écrire : S (M):=: S, (M'). 

D'autre part (§ 88) S (M') = S, (M'). 

Donc S (M) = S (M'). Les deux faisceaux S (M) S (M') sont donc ho- 
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mographiques, et comme l'échange de M en M' tranforme SM en SM' 
et inversement, ils sont en involution (ce qu'il fallait démontrer). 

Réciproquement si S est un point fixe d'un cercle C, SM SM' deux 
rayons correspondants d'une involution, coupant C en M et M', la droite 
MM' passe par un point fixe. 

En effet, soient A A' BB' deux positions de MM' concourant en P. 
Joignons PM qui coupe le cercle en M^. L'involution SM, SM^ et l'in- 
volution SM, SM' ayant deux couples de rayons correspondants com- 
muns SA SA' SB SB', coïncideront SM^ coïncidera avec SM' MM' pas- 
sera donc par P (c? qu'il fallait démontrer) . 

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer et démontrer le théorème 
corrélatif. 

§ 99. — Problème. — Inscrire dans un cercle un polygone^ dont les n 
côtés passent par n points donnés, A^A,Aj. . . An . 

La Solution suivante se déduit de ce qui précède. Menons par A, une 
droite rencontrant le cercle en «< «j, joignons Aa ««s qui rencontre le 
cercle en «a, Aa^a qui coupe le cercle en «* . . . etc. . . An «n qui coupe 
le cercle en ^. Si ^ coïncidait avec «i, on aurait le polygone cherché : 
Mais d'après le théorème précédent on a, S étant un point quelconque 
du cercle 

S(«,) = S(«,), S(a,) =z Slaa). . . etc. . . S («n ) = S (fi) 

donc S M = S (fa). 

Ain:i S M et S (,5) forment deux faisceaux homographiques. Nous 
savong or. construire les rayons doubles : or, pour un rayon double 
S(«^) «^ coïncide avec p. Le problème proposé est alors résolu. 

En transformant par polaires réciproques (ou bien à l'aide du théo- 
rème corrélatif) .on résout le problème suivant. 

Circonscrire à un cercle un polygone dont les n sommets soient sur n 
droites fixes. 



SEPTIÈME LEÇON 



NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 

Théorie des projections. Coordonnées d'un point. 

§ 100. — On api^eUe' projection d'un point A, sur une droite D, pa- 
rallèlement à un plan P, le point a, ou un plan P' parallèle à P mené 
par A, rencontre la droite D. 

Supposons qu'on ait choisi sur la droite D une direction positive ; 
cette droite est alors ce qu'on nomme un axe. 

Considérons dans l'espace un segment AB, soient a la projection du 
point A, h celle du point B, le segment a6(avec son signe) se nommera 
la projection du segment AB. 

Deux segments AB CD égaux parallèles et de même sens ont des 
projections égales en grandeur et en signe. 

En effet, considérons la parallèle menée par A à l'axe de projection, 
elle rencontre le plan P" qui projette B en un point ;3. De même la 
parallèle menée par C à l'axe de projection rencontre le plan P^ qui 
projette D en un point 5. Désignons enfin par a b c d les projections 
respectives des points A B CD. 

ab et A|S sont deux droites parallèles et de même sens, de plus les 
plans F et P" qui projettent A et B étant parallèles, les droites Aa, j5fc, 
intersections de ces deux plans par un troisième sont parallèles ; la 
figure A^ba est donc un parallélogramme, et par suite A]S =: ab. 
On verra de même que (^ i=z cd. 

Mais les deux triangles AB^5 CD5 ont tous leurs côtés parallèles. Bp 
et Do sont en effet les intersections des plans parallèles P" et P^ par 
d'autres plans parallèles ; de plus AB =: CD. Ces triangles sont donc 
égaux, et par suite Ap = C5 ou ab = cd. 
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D'ailleurs les signes sont évidemment les mêmes, parce que ABetCD 
ont même sens. Si en effet ah est positif, c'est que le plan projetant A 
est à gauche (par exemple) de B, mai,s alors le plan projetant C sera à 
gauche de D . 

Les principes du chapitre premier donnent des théorèmes relatifs 
aux projections. Soient trois points ABC ej; abc leurs projections; 
on a : ah -\- hc -{- ca :^ q.q qui peut s'énoncer : 

Proj, AB + pro), BC + proj, CA =i 

De même la proposilioù du § 3 donnera, si les points ah c ...l sont 
les projections des points A B C ...L 

ab -^ bc -\' cd -{-,..-{' kl -{- la =^ 
c'est-à-dire 

Proj, AB + proj. BC + pi^oj. CD + ... proj. KL + P^'oj. LA = 
L'égalité précédente peut s'écrire : en remarquant que Proj. LA = 
- Proj. AL (§ 1) 

C) Proj. AL= proj. AB -f proj. BC -f proj. CD -{- . .. -|- proj. KL 
c'est sous cette forme que nous l'appliquerons. 

§ 101, — Expression de la. projection d'un segment. — Considé- 
rons un axe X'X sur lequel nous projetterons, et un second axe Y Y, 
sur lequel se trouve un segment AB projeté sur X'X en ah, et un 
autre segment CD projeté sur X'X en c d. Je dis qu'on a en grandeur 
et signe : 

AB _ CD 

ab cd 

L'égalité a lieu en grandeur en vertu de cette proposition de géo- 
métrie élémentaire : Des plans parallèles interceptent sur deux droi- 
tes des segments proportionnels. Pour démontrer que les signes des deux 
membres sont les mêmes, supposons d'abord que le sens de AB soit 
le même que celui de CD. Alors pour amener le plan projetant A sur 
le plan projetant B, il faudra déplacer ce plan dans le même sens que 
pour amener le plan projetant C sur le plan projetant D. Mais le premier 
sens amène a sur b, le second, amène c sur d. Le sens ah sera donc le 
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même que le sens crf, alors dans Tégali té ci- dessus les numérateurs au- 
ront le même signe, et les dénominateurs auront aussi le même 

signe ; l'égalité sera donc vraie : si maintenant on change le sens 

CD 
de CD, celui de cd changera aussi, et le signe de —i ne sera pas 

altéré. La proposition est donc démontrée. 

Supposons que CD soit égal à Tunité et dirigé dans le sens positif. On 

aura CD =+ 1. Soit / la valeur de cd, on aura en grandeur et en 

signe ab = AB X >• c'est-à-dire 

(') Projection AB = AB X >i' 

le paramètre / se nomme paramètre directeur de l'axe Y' Y. Si le plan 
P est perpendiculaire à X'X. (projection orthogonale J / est par deflni- 
tion le cosinus de l'angle que font les deux directions Y'Y X'X. On 
voit facilement que cette déflnitron est d'accord avec celle que l'on 
donne du cosinus dans les traités de trigonométrie. 



§ 102. — Coordonnées d'un point. — Considérons trois plans se 
coupant deux à deux suivant trois droites. Nous nommerons ces 
plans, plans de coordonnées. Leur point de rencontre sera appelé 
l'origine. Sur chacune des droites nous choisissons une direction po- 
sitive, soient Ox Oy Oz ces trois directions. Les droites se nomment 
les axes de coordonnées. 

Soit P un point quelconque de l'espace ; projetons ce point en A 
sur Ox, parallèlement au plan yOz, en B sur Oy parallèlement au 
plan zOx, en C sur Oz parallèlement au plan xOy. Les trois seg- 
ments OA OB OC que nous désignerons encore par x y z s'appellent 
les coordonnées du point P. 

Réciproquement trois quantités positives ou négatives quelconques 
xy z sont toujours les coordonnées d'un certain point P et d'un seul. 
En effet, il existe sur l'axe Ox un seul point A tel que OA = a? en 
grandeur et en signe. Sur Oy un seul point B tel que OB =r ^ sur 
Oz un seul point C tel que OC = z. 

Un plan P mené par A parallèlement au plan yOz sera évidem- 
ment le lieu des points dont la première coordonnée est égale à x. Un 
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plan Q mené par B parallèlement au plan zOx sera le lieu des points 
dont la seconde coordonoée est égale à y . Un plan R mené par C 
parallèment au plan xOy sera le lieu des points ayant z pour troi- 
sième coordonnée. Les plans P Q R se coupent en un point M, 
qui est évidemment le seul point dont les coordonnées soient œ y z. 
Considérons l'ensemble des points de l'espace, et un second ensem- 
ble dont chaque élément est un groupe de trois quantités x y z ; k 
chaque élément du premier ensemble correspond par ce qui précède 
un élément du second et réciproquement. Aussi confondrons-nous 
souvent un point avec le groupe de ses trois coordonnées. Nous di- 
rons le point (xyz) au lieu du point dont les coordonnées sont 
X y z, 

§ 103. -— Changements d'axes de coordonnées. — Nous allons 
résoudre le problème suivant qui nous sera utile dans la suite. Les 
coordonnées d'un point par rapport à un système d'axe o'x o'y'o'z' étant 
données, calculer les coordonnés du môme point dans un second sys- 
tème d'axes Ox Oy Oz, 

Le problème comporte deux cas particuliers que nous traite- 
rons d'abord. 

§ 104. — V On change l'origine sans changer la direction des 
axes, — Soit x\I le point considéré O'X'Y'Z' le premier système 
d'axes, OXYZ le second système, xyz^ x'ij'z les coordonnées du 
point M dans ces deux systèmes. 

On aura § 100), Proj OM = Proj 00' -f Pr O'M. 

Soient abc les coordonnées de 0' dans le système OXYZ; en pro- 
jetant sur OX parallèlement au plan YOZ on aura Proj OM = x 
Proj 00' = a, 

La projection de O'M sur OX étant la même que sur O'X' qui 
est parallèle et de même sens, est égale à x' 

/ ainsi a: =: a -f- ^' ; de même en projetant sur OY 
(») I yzzzb-^y' et en projetant sur QZ 



( z—c+z' 
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§ 105. — 2" On change la direction des axes mais non l'ori- 
gine. 

Soit OX OY OZ un* système d'axes, M un point dont les 
coordonnées sont xyz. Menons une droite Ox' par l'origine et 
prenons sur Ox' une longueur égale à 1, 0&> dans le sens po- 
sitif. Les coordonnées À;jtv du point w se nommeront (§ 101) Jes 
trois paramètres directeurs de Ox'. Menons de même une droite 

OY', soient /^V ses paramètres directeurs, et une droite OZ' 
dont les paramètres directeurs seront /Vv'» 

Par M menons une parallèle à OZ' qui coupe en P le plan 
X'OY', par. P menons PH parallèle à Y', qui coupe en H la droite 
OX'. Les coordonnées x'y'z' de M dans le système OX'OY'OZ' se- 
ront; OH=:j;' HPz=?/ PM = z' et l'on aura (§ 100) 

Proj OH + Proj H P + Proj PM = Proj OM 

Projetons sur OX parallèlement au plan YOZ. Proj OM c'est x par 
définition. Proj OH c'est segment OH c'est-à-dire x' multiplié par 
X(§ 101) ainsi P/ojOH=)ur', de même Projn?=Xy' Proj?M = >!'z' 
on a donc 

x — lx' + Vy' + rz' 
de même en projetant sur OY parallèlement au plan XOZ 



y=ux:+u:y'+yyz 

{*) ^ et en projetant sur le plan XOY 

. z — ^^x' + ^y' + v'^z' 

Ces trois formules résolvent la question. 



M ] et 



§ 105. — Le problème général est alors facile à résoudre. 
Considérons deux systèmes d'axes quelconques 0x,0y,0z, Ox\0'y\ 
0'z\ soient xyz, x'y'z les coordonnées d'un point M dans ces 
deux systèmes. Prenons un troisième système d'axes O'X^O'Y^O'Z^ 
dont 0' est l'origine, mais qui sont parallèles à OX,OY,OZ. 

Soient r, î/,5^ les coordonnées du point M dans ce nouveau sys- 
tème. 
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On aura pour passer du système OXOYOZ au système OX^ OY^ 0Z< 
les formules; 



z 



et pctur passer du système x^y^z^ au système x'y'z' 

x,=hr' + yy' + rz' 

y^ = ay + y:y'+urz' 

z^—'jx' + Vy' + '/'z' 
d'où il résulte : 

. xi=a + '):x' + yy' + 'j:'z' 

n ] y=--b + ux'+/y' + i."z' 

( z = c + vx'+Vy'+'j"z' 

et ces formules résolvent la question dans le cas général. 

§ 106. — DÉnXITION DES SURFACES ALGÉBRIQUES. — EQUATION 

DU PLAN. — Coordonnées d'un point divisant un segment dans 

UN RAPPORT DONNÉ. -- DISTANCE DE DEUX POINTS. — AnGLE DE 

DEUX DIRECTIONS. — Une équation algébrique est une équation ob- 
tenue en égalant à zéro un polynôme entier. Un polynôme entier 
à trois variables xyz est une somme de termes de la forme 
Ax'^^yr z^ où A est un coefTicient positif ou négatif, eta|3y trois 
entiers. 

La somme « + i^ + v se nomme le degré du terme, et le de- 
gré du polynôme est celui de ses termes pour lesquels il est le 
plus élevé. 

L'ensemble des points dont les coordonnées satisfont à une équa- 
tion algébrique de degré m, se nomme surface de degré m. Le degré m 
ou l'ordre de la surface ne dépend pas des axes choisis ; en ?(Iet 
si dans l'équation, 

2 Ax'^î//^4rV=0 
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on remplace xy z par leurs valeurs tirées des formules C) on voit 
bien que l'équation en x' y' z' que Ton obtient ne peut être de degré 
supérieur à l'ancienne. Elle n'est pas non plus de degré inférieur, car 
le degré s'élèverait par la transformation inverse. 

S'il était question de géométrie plane, un point étant déterminé par 
deux coordonnées seulement x et y, on verrait qu'une courbe plane 
algébrique est définie par une équation algébrique à deux variables 
seulement x et y, et que le degré de l'équation ne dépend pas des axes 
de coordonnées. 



§ 107. — Revenons, pour plus de généralité, au cas de trois variables. 
Un plan étant défini par une équation 2 = quand ce plan est pris 
pour plan des x y et cette équation étant du premier degré, l'équation 
d'un plan restera du premier degré quels que soient les axes choisis- 
Nous verrons bientôt que, réciproquement, toute équation du premier 
degré représente un plan. 

En géométrie plane une équation du premier degré représente une 
ligne droite. Nous avons déjà rencontré celte proposition (§ 77). 



§ 108. — Soient A et B deux points de coordonnées d?o2/o^o ^il/i^i 

A M 

et M un point de la droite AB tel que »,^= w, x y z ses coordonnées. 
Soient abei u^ les projections faites sur x parallèlement au plan 
Y Z des points A B M. On aura (§ 103) rr^ = -r mais au=x — Xq 
^h :=x^ — X donc 



X^ — X 



'" — m 



ou comme au ^ 6, x zzz-.-—— ' 

et de : même î/ = ?^V— ^= ^& 

Ces formules sont fort utiles; quand m varie de— oo à + oo le point 
(x ij^ z) parcourt la droite AB. 
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§ 109. — Nous pouvons maintenant démontrer que toute équation 
du premier degré représente un plan. 
Considérons en effet une équation du premier degré. 

C) Ax + By+ Cz + D = o 

et soient deux points P (xyz) et Q (x^y^z^) dont les coordonnées 
satisfont à cette équation ; on aura 

Axo + Bî/o + C5o + D = A;r, + By, + Cz, +B = 
on aura donc, quel que soit m : 

A (070 + wix,) + B (î/o + ^^2/i) + G (^0 + fïiz^) + D (1 + m) ^ 

ou bien A . "T" ^ + B ^^VT — ^ + C -V^t^ ^ + D == 

ce qui montre que le point M ayant pour coordonnées. 

* 1 + «i ^ "" 1 + m ^ — 1 -h m 

satisfait aussi à l'équation O; or d'après le § 108, le point M est un 
point quelconque de la droite PQ, donc l'équation C) représente un lieu 
tel qu'une droite Y ayant deux points Y soit contenue tout entière. 
C'est donc bien un plan. 

§ 110. — Nous allons encore appliquer les formules (") à la résolu- 
tion du problème suivant: on donne deux points A et B, de coor- 
données £Co2/o^o ^i?/i^iî ot un plan ayant pour équation. 

ax -{- by -{' cz -}- d = 

Ce plan coupe AB en un point M, calculer le rapport rr^. 

En désignant ce rapport par m, les coordonnées du point M sont 
données par les formules C). Le point M devant être dans le plan, on 

doit avoir : a . . + b ^-r-r — ^ + c -^, — -, * + f/ = 

1 H- m ' 1 + m ' 1 + ??t ' 

Résolvons cette équation par rapport à 7/1 on a : 

^^ _ _ gg^o -H 6?/o + czo -f. d 
ax^ + by^ ^ cz^ -\- d 
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^ MA ax, +. by^ 4- cz„ 4- d 

et par conséquent ^^=-m= ^^ ^ ^^^ ^ ^.^ ^ ^ 

On abrège en désignant par P le polynôme ox + fei/ + c r + rf, par P© 
et P, les valeurs que prend P quand on y subtitue les coordonnées des 
points A et B 

) alors v,-5 = 



MB~" P. 



§ 111. — Des points A et B abaissons des perpendiculaires sur le 
plan, soient H et K leurs pieds. On aura évidemment en grandeur et 

signe ^jTz = ^Yf =^ E^» car AH et BR sont les projections de AM et BM 

sur un axe perpendiculaire au plan de P (§ 101). 

On voit en outre que Po et P^ sont de même signe ou de signes con- 
traires selon que A et B sont du même côté du plan ou de côtés dif- 
férents . 



§ 112. — Nous allons maintenant démontrer d'autres formules, très 
importantes pour la suite, en supposant que le^ trois plans de coor- 
données soient rectangulaires deux à deux. 

Dans cette hypothèse, considérons une droite passant par 0, prenons 
dans le sens positif choisi sur cette droite une longueur OP = 1. Les 
coordonnées du point P que nous désignerons par À ii v sont les para- 
mètres directeurs de la direction OP; ici, comme les axes sont rectan- 
gulaires, ). UL V sont les cosinus des angles que la direction OP fait avec 
les axes. 

Menons par P une parallèle à OZ rencontrant en K le plan XO Y, par 
K une parallèle à OY, rencontrant OX en H. 

• Comme nous l'avons déjà vu OH HK KP sont les coordonnées du 
point P, OH = A HK = u. KP =:=: v. 

On aura : Projection OP = Proj. OH + Proj. HK + Proj. KP. (§ 100) 
Projetons orthofjonalement sur la direction OP; Proj. OP c'est OP lui- 
même, c'est-à-dire l'unité. Proj. OH est égal à OH multiplié par le 
cosinus de l'angle de deux directions OX et OP, c'est-à-dire par )., c'est 
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/ X À ou >% de même Projection HK = HK X cos. (o>, oP) =a X .«^ 
= /x* enfin projection KP — v* 

(') donc 1 = ).' + a« + v' 

La somme des carrés des trois paramètres directeurs d'une direction 
dans un système d'axes rectangulaires est égale à l'unité. 

Au lieu de projeter sur OP, projetons sur une autre direction OP' 
dont /' ^' v' sont les paramètres directeurs. Soit V Tangle POP' 
On aura projection OP = OP cos, V = cos. V puisque OP := î. 
Projection OH = OH X cos, (OF, OX) = OH X >' = »', de même projec- 
tion HK = HK X cos, (OP',OY) = HK X .^' = f/, projection KP = 
KP X cos, (OP', OZ) = vv' 

D donc cos. V = »/ + y-yf + W 

cette formule donne le cosinus de l'angle de deux directions, connais- 
sant les paramètres directeurs. 

§ 113. — Soit maintenant sur OP un segment OM = R: les projec- 
tions de OM sur les axes seront les coordonnées de M, (x y 2), ce se- 
ront d'autre part R) Ra Rv. On aura donc : 

x^ + 1/' +-' = R* (>•' +!^' + ^^'^) 
D et par suite (§ 112) x^ + y' + 2' = R'. 

Cette équation donne la distance d'un point à l'origine, quand on 
connaît ses coordonnées. 

n est facile dès lors de trouver la distance de deux points quel- 
conques. En effet soient A et B deux points, Xq y^ Zq, xy fleurs coor- 
données. Sans changer la direction des axes transportons l'origine au 
point A, et soient x' y' z' les coordonnées du point B. On aura (§ 104). 

x = x, + x' y = y, + y' z=:z^ + z' 

Mais on a, d'après ce qu'on vient de voir : 

AB' =: .T'« + i/« + 2" 
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n donc AB« =(x-^ x,r +(îj- i/o)' + (2 - ^o)' 
c'est la formule cherchée. 

§ 114. — DÉPLACEMENT DUNE FIGURE. — Si ItOUS avORS URC flgUrC 

F et que nous la déplacions sans la déformer, nous obtenons une se- 
conde figure F^. Les coordonnées d'un point de la figure F^ étant x y z 
soient x^y' z' les coordonnées du même point de la figure F, c'est- 
à-dire di^ point qui, après le déplacement, est devenu le point de coor- 
données X y z. Considérons le trièdre trirectangle O'x'y'z' qui après 
le déplacement, est devenu le trièdre Ox Oy Oz, on voit que le même 
point dont les coordgnnées sont par rapport au trièdre Ox Oy Oz x y 
z a pour coordonnées par rapport au 2° trièdre x' y' z. On a donc entre 
xy z les formules du n** 105 formules C) c'est-à-dire que ces formules 
peuvent être considérées à volonté comme liant les coordonnées d'un 
même point par rapport à deux systèmes d'axes différents, ou comme 
exprimant les coordonnées d'un point qui a subi un déplacement, 
connaissant ses coordonnées initiales. 



V 



HUITIÈME LEÇON 



Sur les quantités complexes ou imaginaires, et les points 

imaginaires 

§ 115. — Une équation du second degré n'a pas toujours des ra- 
cines, par exemple l'équation (x —a)* -|- ^' ^= ^ i^'^Q possède pas. 
Pour Tunilormité et la facilité des raisonnements, il convient de défi- 
nir de nouvelles espèces de quantités appelées complexes ou imagi- 
naires, de telle sorte qu'en adoptant cette nouvelle notion, Téquation du 
second degré ait toujours des racines. 

Nous appellerons quantité complexe, ou quantité imaginaire, l'en- 
semble de deux quantités ordinaires positives ou négatives (a b) ran- 
gées dans un ordre déterminé. Nous désignerons souvent une telle 
quantité par une seule lettre. 

§116. — Égalité. — Deux quantités complexes (ah), (a' b') seront 
dites égales si Ton a séparément n = a' b =zb\ Il résulte de cette 
définition que l'égalité est réciproque, c'est-à-dire que si A = B, 
B = A, et que deux quantités égales à une troisième sont égales en- 
tre elles. 

§ 117. Addition, — La somme de plusieurs quantités (a b) (a' b') 
(a" b") est par définition la quantité complexe (a-(- a'-|- a!' b -\-b'-\- b") 
Soient A A' A" les trois quantités complexes précédentes : 
on aura A -f- A' 1= A' -}- A 

car cela veut dire a 4- a' = a' -f- a, 5 -[- 5' = 6' -|- 5. 
on aura aussi : 



\ 
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A + (A'+ A'O = A + A' + A" 
car cela veut dire : a + (a' + a!') z= a -f ^' + ^" 

onaura A + (0,0) = A, ou pour abréger A+ = A 
car cela veut dire a+0 = a6-j-0=:b. 

L'égalité A + A' =:^ A + A" entraînera A' = A" 
car cela veut dire que les égalités a -\- a' = a -\- a". & + 5' == b + b" 
entraînent a' = a" 5'= b". 

La différence A — A' sera une quantité A" telle que A' + A" donne 
A c'est donc la quantité (a - a' b—b'). 

On voit qu'on obtient encore A" = A — A' en ajoutant à A la 
quantité ( — a', — b') c'est pourquoi nous appellerons cette quantité 
— A'; ainsi — A' = — (a' b') = (— a\ — b') par définition. 

Gomme toutes les règles relatives à l'addition et la soustraction 
sont des conséquences de ce que nous venons de démontrer, il en ré- 
sulte que ces règles s'appliquent aux quantités complexes. 

Remarque. — Si dans une quantité complexe, la seconde partie est 
nulle, nous l'omettrons. Nous écrirons a au lieu de (a,0). Du reste 
nous avons déjà écrit ci-dessus au lieu de (00). 



§ 1 18. — Multiplication, — Soient les deux quantités A = (a, b) 
A' = (a', b') 
on a par définition : 

AA' = (aa' — bb\ ab' + ba') 

Cette définition semble bien arbitraire, mais nous verrons que les 
propriétés de cette opération sont des plus analogues à celles de 
la multiplication ordinaire. 

On voit d'abord que si b -- & = on a simplement (aa\ 0) ce 
qui redonne la multiplication ordinaire. 

La multiplication est commutative, c'est-à-dire qu'on a ; 
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AA' =z A'A 

En effet cette égalité équivaut aux deux suivantes : 

ja,a' — bh' = a' a - b'b ab' + ba = a'b + ab' 
La multiplication est associative, c'est-à-dire qu'on a : 

(A A') A" =: A (A' A") 
En effet cette égalité équivaut aux deux suivantes : 

f [aa' - bb'] a' - [ab' + ba'] b" = a [a'a" - b'b"] - b [b'a" + a'b"] 
('^ [aa' - bb'] b" + [ab' + ba'] a" = b [aV - b'b"] + a [b'a" + a'b"] 

ces égalités sont faciles à vérifier. 

La multiplication est distributice relatitement à l'addition, c'est-à- 
dire que : 

(A' + A'O X A = A'A + A'A 

Cette égalité équivaut aux deux suivantes : 

( (a' + a") a- fi'+ b") b=a'a- b'b + a"a - b"b 
^'^ } (a' + a") b+(b' + b") a = a'b + ab' + aJ'b + ab" 

V 

ce qui se vérifie facilement. 

On a AXl = AAXOz=0 

ceci est également facile à vérifier. 

Réciproquement un produit ne peut être nul si aucun facteur 
n'est nul ; en effet on a l'identité : 

(=•) {aa' - bb'f + {ab' + ba'Y = (a* + h') {a" + b") 

qu'il est facile de vérifier. 

Si le produit A A' était nul, le premier membre de celte iden- 
tité serait nul ; il en serait de même du second, ce qui est impos- 
sible si l'on n'a pas ou bien a*+b* = ou bien a'^+b'* = 0, 
mais pour que l'on ait a*-t-5'— par exemple, il faut évidemment 
que Ton ait a=Ob = 0. 
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L'expression |/â*+^ s'appelle le module A. D où Ton voit en 
extrayant les racines carrées des deux membres de l'identité C) 
que le module d'un produit est égal au produit des modules. 

§ 119. — On appelle quotient de A par A' la quantité Z telle 
quel A = ZXA'; 

Soit A=(a,6) A'=z(a\b') Z = {x,y) 
l'égalité A=:ZA' équivaut à 

a=^a'x — b'y 
b=^b'x-\-a'y 

Ces équations résolues donnent x = — — - y=^ — ~ ,., 

a" + b* o * + b* 

Les règles pour la multiplication et la division se déduisant 
toutes des propriétés que nous venons de démontrer s'appliquent 
aux quantités complexes. 

§ 120. -— Manière d'écrire 'une quantité complexe. — On a 
(ab)=z(aO) + (Ob) 

on a (aO) = a par définition; (Ob) = (01) X (bO) 
désignons par i la quantité (01); la quantité (50) se désigne 
par 6, comme on l'a vu ; on a donc : 

(ab)=i(aO) + (01) {bO) — a + ib. 

Cherchons une quantité {xy) dont le carré soit —1; on a 
(xyy=:(x^ — y^,'2.xy) on doit donc avoir a^'— î/*=— 1 2a?î/ = 0. ce 
qui donne a? = i/*='l ou i/=±l, les deux quantités cherchées 
sont donc (01) et (0—1) c'est-à-dire i et — i. Ainsi i c'est 
j/— 1, mais nous continuerons à garder le symbole i. 

§ 121. — On voit que le calcul des quantités complexes re- 
vient à traiter i comme une quantité dont le carré est partout 
remplacé par —1. 
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Considérons maintenant Téquation du second degré 

on en déduit x — 6L=:±ib 

d'où x=ia±ib 

en sorte que cette équation a pour racines deux quantités com- 

plexes. 



Points, droites et plans imaginaires 

§ 122. — Nous considérons l'ensemble E des points de l'es- 
pace, et l'ensemble E^ dont chaque élément est constitué par un 
groupe de trois valeurs positives ou négatives {xyz). Nous sup- 
posons que dans l'ensemble E on ne compte pas les points à 
l'infini, dont il sera question plus loin. 

A chaque point P, élément de l'emsemble E, correspond, nous 
l'avons vu, un élément de l'ensemble E,, le groupe de ses trois 
coordonnées (xyz). 

On pourrait donc, au lieu d'étudier les éléments de l'ensemble E, 
c'est-à-dire les points de l'espace, étudier l'ensemble E, ; lorsque 
dans l'espace, plusieurs points P sont dans un même plan, les 
éléments correspondants de l'ensemble E^ satisfont à une môme 
équation du 1" degré. Lorsque plusieurs points de l'espace E sont 
sur une droite, les éléments correspondants de l'ensemble E^ s'ob- 
tiennent en donnant à m des valeurs convenables dans un groupe 
de formules telles que les formules (") du § 108. 

Lorsque la distance PQ, de deux éléments de l'ensemble E est 
égale à R, il y a entre les éléments correspondants de l'ensem- 
ble E^ la relation 

(X - x,y -f (2/ - y, y +(z- z,y = r* (§ ii3) 

Si l'on lait subir à une figure F de l'espace E un déplacement 
les éléments correspondants (x'y'z') de l'ensemble E< sont rem- 

6 
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placés par d'autres xyz donnés par les formules C) du § 105. 
Comme la distance de deux points n'est pas altérée par un déplace- 
ment, on en conclut que les. formules (') du § 105, possèdent cette pro- 
priété : « Si on prend deux points (x'y'z)) (.fo'î/oV) et si on calcule par 
les formules C*) x ^J z et de même Xq y^ Zq en formant l'expression 

(X -x,)' + (y - 2/o) * + (^ - ^o) ' 

on doit retrouver 

{X' - x;) '+ {y' - y^Y + (z' - O* 

On suppose bien entendu qu'il s'agit d'axes de coordonnées rectangu- 
laires, 

§ 123. — A chaque propriété de l'ensemble E correspond ainsi une 
propriété de l'ensemble E^ qui en est en quelque sorte la traduction. 

Adjoignons maintenant à l'ensemble E^ un autre ensemble E/ dont 
chaque élément est formé do trois quantités complexes (XYZ) l'en- 
semble Ej formé des deux ensembles E^ E/ contient alors tous les 
groupes de trois quantités (x y z), x y z étant, soit des quantités ordi- 
naires appelées aussi quantités, simples ou réelles, soit des quantités 
complexes. Un élément de cet ensemble E, correspondra à un point, si 
xy z sont réelles; dans le cas contraire, on convient d'appeler l'élé- 
ment de l'ensemble E, point imaginaire. 

Un point imaginaire sera dit situé sur une surface si ses coor- 
données, c'est-à-dire les trois nombres qui le constituent, satisfont à 
l'équation de la surface. 

§ 124. — Considérons un point imaginaire a; ;= « + /3 i 

2/ = a' -h p'i z^oi' -h 13" i le point a; == a - /3i y = (i — ^' i 
z^=-d' — /5"i sera dit conjugué du premier : 
une équation algébrique 

V A ;r" 1/" zP = 

où les coefficients A sont réels, ne peut être satisfaite par les coor- 
données d'un point sans l'être en même temps parcelles de son conju- 
gué; en effet si on remplace xy z par les coordonnées du premier point 
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le premier membre de l'équalion prend une certaine forme P + Q i, 
tandis que pour les coordonnées du second il prend la farme P — Q i . 
Mais si la première équation est satisfaite on aP + Qi = donc 
P =:: Q = et par suite P — Qi = 0. Ceci ne serait pas vrai si les 
coefficients A étaient des quantités complexes, car en remplaçant xyz 
par les coordonnées du second point, on ne changerait pas i en — tdans 
ces coefficients. 

§ 125. — La distance de deux points imaginaires {xy z) {x^y^Zo) 
est par définition la quantité R définie par l'équation. 

R« == (a; - x,y + (y- y,y. +(z- z,r 

(on voit que pour calculer R on a à extraire la racine carrée d'une 

imaginaire. La chose est facile: soit x -{• iy =z [/a + ib: on a en éle- 
vant au carré a;* — i/* + 2 Ixy =:a -j- ^^f et on a à résoudre les deux 

équations : x* — i/* = a xy^^^-^' qui fournissent x et y) 

Les formules de transformation du § 105, transforment, comme on 
Ta vu, l'expression de R* dans l'expression analogue en x' y' z' x\y\ z\, 
de sorte que ces sortes de transformations effectuées sur les coor- 
données des différents points d'une figure imaginaire ne changent pas 
leurs distances mutuelles. Quand on effectue celte transformation, on 
dit qu'on déplace la figure. 

§ 126. — On appellera plan imaginaire dans l'espace à 3 dimen- 
sions , droite imaginaire dans le plan, l'ensemble des points dont les 
coordonnées satisfont à une équation du premier degré à coefficients 
imaginaires. 

Théorème, — Un plan imaginaire contient une droite réelle. 
En effet le plan . 

(a -f a'i) a; + (6 + b'i) y -\- (c +c'i) r -f- d + d'i — 
passe évidemment par la droite d'intersection dos deux plans 
ax+by-^-cz-^- d — a'x + b'y +c'z -{• d:=iO 
On peut remarquer que le plan imaginaire conjugué : 
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(a - a'i) x + (b - b'i) y + (c- c'i) z + d- d'i=0 

passe par cette môme droite. 

En géométrie plane, on verra de môme qu'une droite imaginaire con- 
tient un point réel et un seul. 

Tfieorènie. — La droite qui joint deux points imaginaires conjugués 
est réelle. En effet les coordonnées de l'un de ses points sont 

X = <^ "T i^t -j- m {u — ^t) ^^ 2 autres formules analogues ; 
1 -f-'^^ 

en posant ^ = /, on a x = a -|- /]5 et de môme y = a + \5' 

z = a" -|- /'S" et quand X varie on a des points réels. 

On verra facilement que le plan qui contient trois points imaginaires 
et la droite qui col tient les trois points conjugués des premiers sont 
imaginaires conjugués. Même remarque pour des droites joignant 
deux points imaginaires. 



Droites isotropes, plans isotropes 

§ 127. — L'équation x' + y* + -s* == R' est évidemment celle d'une 
sphère de rayon R ayant pour centre l'origine ,\ si R* est négatif, la 
sphère est imaginaire ; si R* = cette sphère est un cône, car si on 
augmente xy z dans un certain rapport À, on a encore l'équation. 

À* X» + /' y' + /* z^=zO 

or, quand on a deux points xyzx' y' z' tels que 

^ = 2L — -^ — -i 
x' y' z' ^ 

il est bien facile de voir que ces points sont en ligne droite avec l'ori- 
gine. 

Les génératrices de ce cône sont des droites isotropes, ses plans 
tangents des plans isotropes. Nous reviendrons plus loin sur ces im- 
portantes notions. 
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Raisonnements sur des points imag^inaires 



§ 128. — Il est clair que si des principes subsistent pour les 
points imaginaires, leurs conséquences subsistent également. 
Les théorèmes établis au § 1 subsistent évidemment pour les points 



imaginaires. 



On a AB -f- BG + CA = car si «,5-/ sont les abcisses des trois 
points, AB c'est par définition ^ — «. L'égalité se réduit donc à 

^ — « + 7 — fi-^- K — y = 
c'est-à-dire à une identité. 

§ 129. — La projectivité du rapport anharmoniqne est plus difficile 
à démontrer. Voici une démonstration qui, s'appliquant aux points 
réels, subsiste lorsqu'ils deviennent imaginaires. 

Je ferai la démonstration pour le rapport anharmonique de quatre 
plans dans l'espace. Elle s'appliquera d'elle-même à quatre droites 
dans un plan, en supprimant la variable ;s. 

Soit Ax -{-Bij 4-^3+ D = ou pour abréger 1* =: p 
l'équation d'un plan 

A'x + Wy +Cz + D' = ou Q = 

celle d'un second plan. 

Soient M et N deux points MN coupe V en un point R et Q en un 
point S . Soient .rol/o^^o ^\ V\ "i les coordonnées des points M et N, on 
aura (§ 110) (formule 8). 



d'où : 



RM l'o 4 j A "^^I Qo 

UN ^ p; ^^ ^^ ^^'"^ s^N = \y 



RM . SM _ W . Qo 
HN • SN " l'î * Qî 



considérons maintenant un plan P -f- / Q = passant par la droite 
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d'intersection des deux plans donnés et par le point M, P -[- ^t* Q =0 

un second plan passant cette fois par le point N. 

Le premier plan passant par M, on a : 1% + / Qo = l = — ft- 

de même le second passant par N. on a : P^ -f- ." Qi = ^ 

P 
ou a = — — ' . 

A Po . Pi ^6 . Qo 

par conséquent — ^ tt . TT = ^ . ,.- 

y- Qo Qi Pi Qi 

donc: le rapport anharmonique des quatre points (M NR S) où une droite 
rencontre quatre plans passant par une même droite : 

P = Q =: P + À Q =: P -h^ Q = est égal à — il est donc le 

même, quelle que soit la sécante. 

Ce principe une fois démontré, toutes ses conséquences en découlent 
facilement sans supposer les points réels. 



§ 130. — Nous allons aussi reprendre les propriétés du plan polaire 
par rapport à une sphère (ou de la polaire dans un plan par rapport à 
un cercle) afin de donner de ces propriétés des démonstrations appli- 
cables immédiatement, et sans modification au cas où les points sont 
imaginaires. Nous raisonnons, pour plus de généralité dans le cas de 
la sphère; le cas du cercle dans le plan se traitera de même en suppri- 
mant simplement la troisième variable z. L'équation d'une isphère 
ayant son centre à l'origine est : 

C) x" + 2/* + ^* = R' 

Soient A et B deux points, x^ y^ 3^, a;, y^ z^ leurs coordonnées : M 

A M 

et M' les points où la droite AB coupe la sphère. Posons ttz ^= wi, 

AM' 

iTTT = m ; les coordonnées du point M par exemple s'exprimeront 

MB 

par les formules C), du § 108 et en écrivant que ce point est sur la 
sphère, on aura l'équation 
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OU bien : 
C) (X, + mx,y + (I/o + my,y + (z, + mz,y - R* (1 + m)* = 

Les deux racines de cette équation en m seront m et m'. Pour que 
les points M et M' soient conjugués par rapport à A et B, il faut que 
la somme des racines de cette équation soît nulle, et par suite que le 
coefficient de m soit égal à zéro. On aura donc : 

C) x,x, + î/ol/i + z,z, = R\ 

c'est la condition pour que les points A et B soient conjugués par 
rapport à M et M'. Si A est fixe, le lieu de B est un plan qui a pour 
équation : 

(4) x,x + ij,y + z,z = R* 

Si le plan polaire de A passe par B, celui de B passe par A, car 
chacune de ces deux conditions s'exprime par la relation ('). 

Considérons un point variable G sur la droite AB, ses coordonnées 
seront, d'après les formules, de la forme 

1 + À '^^~ 1 + / '^"" r+À 

En formant l'équation de son plan polaire, on voit que si l'on dési- 
gne pour abréger par P =: Q = 0, les équations des plans polaires 
de A et B, le plan polaire de G aura pour équation P -f- >' Q == 0, en 
sorte qu'il passe par une droite fixe, intersection des plans P= 
Q zz: 0, c'est la droite conjuguée de AB. 

Prenons sur AB un autre point D qui s'obtient en attribuant à / 
une autre valeur ^i dans les formules précédentes; on aura 

AC_ AD _ 
GB"— ^ ' DB ~'^ 

le rapport anharmonique (A B G D) sera égal à -- 

u 

1 

Les plans polaires de A B G D ^yant pour épua lions P = Q = 
P-j->Qz=OP-|-aQ=z: leur rapport anharmonique sera aussi 

-^ . (§ 129), donc le rapport anharmonique de quatre points en liqne 

UL 

droite est bien égal à celui de leurs quatre plans polaires. 



NEUVIÈME LEÇON 



POINTS A L'INFINI, COORDONNÉES HOMOGÈNES. 
FORMULES POUR LA TRANSFORMATION 

HOMOLOGIQUE 
DÉFINITION DES POINTS IMAGINAIRES DE VON 

STAUDT. 



§ 131. -— Nous avons défini dans la leçon précédente, un ensemble E, 
dont chaque élément est un système de trois quantités (X Y Z) réelles 
ou complexes. On peut présenter les choses d'une façon un peu difïé- 

rente. Mettons X Y Z sous forme de rapports X =r — - Y =^ f Z = -.- 
t sera forcément différent de zéro. On pourra, au lieu de donner X Y Z, 
donner les quatre valeurs x y z t, (t ^o) mais X Y Z ne changeront pas 
quand on multipliera x y z t par une même quantité. L'ensemble E, 
aura alors pour éléments des systèmes de quatre valeurs réelles ou 
complexes, dont la dernière sera différente de zéro, deux systèmes 
n'étant pas supposés distincts quand les quatre valeurs de l'un sont pro- 
portionnelles aux quatre valeurs du même ramj de Vautre. On dira, 
pour abréger, qu'un élément de l'ensemble E, est constitué par des 
quantités proportionnelles à quatre valeurs (xy zt) réelles ou complexes 
dont la dernière n'est pas nulle. 
Nous avons déjà remarqué que deux points (XYZ), (X^Y^Z^) tels que 

X Y Z 

— =-^ =z — étaient en ligne droite avec l'origine. Il en résulte que 

A^ Y^ A^ 

X v z ' 

si dans les formules X=-Y:=-^Z= y .On fait varier t sans mo- 
difier x 2/ 2, le point (XYZ) s'éloigne à l'infini dans une direction déter- 
minée lorsqu'on fait tendre t vers zéro, et l'on peut dire que le point va 
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coïncider avec un certain point à l'infini. Nous convenons de dire que 
les coordonnées de ce point sont proportionnelles à a? y z et zéro; 

Considérons dès lors un autre ensemble E^ dont chaque élément est 
constitué par des quantités pi-oportionnelles à quatre valeurs (x y z t) 
réelles ou complexes dont la dernière peut être nulle. On appellera 
point un élément de cet ensemble. Si x y z t sont réelles, on aura un 

X 11 z ' 

point de coordonnées ~t * -r ^^^^ l'espace réel ; si f = on aura 

V z i 

un point à l'infini dans la direction qui joint l'origine au point decoor- 
données x y ^.S\ —- -^- -^ sont imaginaires, on aura un point imagi- 
naire, qui peut d'ailleurs être à l'infini, si x 2/ et 5 étant imaginaires, t est 
nul. 

Nous pourrons appeler l'ensemble Ej V espace analytique. 

Si on a l'équation d'une surface, de degré m. 

X V z 
en remplaçant les coordonnées X Y Z par ~7~ t T ^^"^ les termes 

contiendront en dominateur une certaine puissance de t; la plus élevée 
sera t". Si donc on chasse les dominateurs en multipliant toute l'équa- 
tion par f", on aura : 

après cette opération, tous les termes sont de môme degré en xy ^ t. On 
dit que l'équation est homogène; d'où le nom de coordonnées homogènes 
donné À x y z t. 

Les points à l'infini sont ceux pour lesquels t = 0. On dit que cette 
équation, qui est du premier degré, représente le plan de rinfini. 

Considérons une sphère de centre a;„ y^ Zq, On obtient son équation 
en écrivant que la distance du point (XYZ) au point Xo ^/n^o^st égale au 
rayon R, ce qui donne (§ 113) 

(X - x,r + (Y - y^r + (Z - ^o)' = R' 

ou en coordonnées homogènes 

{X - tx,y + (y - tijX + (z - tz,r = n't' 



90 LEÇONS SUR LES MÉTHODES DE LA GÉOMÉTRIE MODERNE 

En faisant t = on a les points à Tinfini sur la sphère. 
Ces points sont donc à Tintersection du plan de Tinfîni avec la surlace 

Cette équation ne contenant ni x^, ni i/o, ni ^«, ni R, est la mèmepour 
toutes les sphères. Donc toutes les sphères coupent le plan de V infini 
suivant la même, ligne. Nous retrouvons ce résultat d'une manière géo- 
métrique; cette ligne s'appelle le cercle de Vinfini, 

§ 132. — Je vais compléter ici ia théorie de l'homologie en donnant 
des formules qui permettent de calculer les coordonnées clu point cor- 
respondant d'un point donné, dans une homologie. 

Nous prendrons pour origine le centre d'homologie ; pour axe des 
X une droite quelconque rencontrant en A le plan d'homologie, pour 
axes des y et des ^ deux droites parallèles au plan d'homologie. 

Soient XYZ les coordonnées d'un point P, X'Y'Z' celles de son 
correspondant P'. 

P et P' étant en ligne droite avec 0, on aura: 

X'^Y'^Z' 

maintenant a étant le point ou OP rencontre le plan d'homologie 

( ■ 

on a — : — z=K 

K étant la constante d'homologie. 

Le rapport anharmonique des quatre points OzP'P est égal à 
celui de leurs quatre projections sur Ox faites parallèlement au 
plan d'homologie ; donc, A p' et p étant ces projections on a : 

Op ' ~Ap ~~ ^ 



ou bien en posant OA~a 

X;. X'-a 
X • X-n 

d'où par conséquent 



= K 
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X ■" X' 

d'où Ton lire: 

X=^^^^^^ Y= "^•' Z= "^ 



aK + (l — K)X' aK + (l — K)X' aK + (l — K)X' 

ou en coordonnées homogènes, p étant un facteur de proportion- 
nalité arbitraire: 

px — ax' py=ay' pz = az' pt = aK1f'{'{i — K)x' 

On voit que ces formules, qui sont du 1" degré, changeront 
une équation de degré m en une autre de degré m ; c'est-à-dire 
qu'une ligne ou surface est du même ordre que son homologi- 
que. 



§ 133. — Voici une remarque résultant de ce qui précède et 
dont nous aurons besoin plus tard. 
Une sphère réelle a une équation de la forme : 

ix - X, ty + (y - y,t)' + (r - z,tr -R* «* = 

On voit que la figure homologique d'une sphère a une équa- 
tion de la forme : 

P' + Q'+R'-S» = 

PQRS étant quatre polynômes du 1" degré. Si l'iiomologie 
est réelle, c'est-à-dire si le centre, le plan d'homologie et la cons- 
tante d'homologie sont réelles, PQRS seront des polynômes à 
coefficients réels; on voit que trois d'entre les quatre carrés ont un 
certain signe, le quatrième un signe contraire. 

On verra sans peine que la figure homologique* d'une sphère 
imaginaire a une équation de la forme 

P' + Q* + R' + S' = 

les quatre carrés étant cette fois de même signe. 
Considérons une équation de la forme : 

P'-Q'-|-R'-S'=iO 



92 LEÇONS SUR LES MÉTHODES DE LA. GÉOMÉTRIE MODERNE 

on pourra l'écrir-e 

(P + Q)(P-Q) = (R + S)(S~R) 
on voit que la surface qu'elle représente contient la droite réelle 

P+Q=0 R+s=0 

et comme une sphère ne contient pas de droites réelles, cette 
surface ne saurait être la figure homologique d'une sphère dans 
une homologie réelle. 
Ces remarques auront leur utilité dans la dernière leçon. 

§ 134. -— Je t-erminerai cette leçon par quelques mots sur 
une manière d'envisager les points imaginaires, due à von Staudt. 
Dans ce qui précède nous n'avons pas considéré un point ima- 
ginaire comme un être existant dans l'espace ; c'était simplement 
un groupe de trois quantités. 

Considérons une droite X'X, sur cette droite une origine et un 
sens positif. 

Soit une équation du second degré à racines imaginaires 

x' —2ax + a' + b' — 

à cette équation correspond sur la droite une involution définie 
par la relation suivante entre les abcisscs x et x de deux points 

xx-a{x + x) + a' + h' — 

et les racines de l'équation du second degré donnent les abcis- 
ses des points doubles (imaginaires) de cette involution. Ces points 
sont deux points imaginaires conjugués sur la droite x'x. 

On pourrait donc donner de deux points imaginaires conjugués 
la définition suivante : 

Donner deux points imaginaires conjugués c'est par définition 
donner une droite, et sur cette droite une involution n'ayant pas 
de points doubles réels. 

Cette définition est très satisfaisante pour définir un couple 
de points imaginaires. C'est celle qu'admet Chasles, ou du moins 
celle de Chasles en diffère peu. Pour ce géomètre, donner deux 
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points imaginaires sur une droite, c'est donner une équation du 
second degré/ n'ayant pas ses racines réelles. 

Toute la difficulté est de définir un point imaginaire Isolément, 
de le séparer de son conjugué. 



§ 135. — Faisons aupara,vant quelques remarques relatives à 
la définilion d'un sens sur une droite. 

Au point de vue projectif, nous ne pouvons pas définir un sena 
sur une droite en donnant sur cette droite deux points A et B 
et en disant que le sens choisi est celui qui va de A vers B. 
En effet, si lès points A et B ont pour projection A' et B', mais 
sî un point M compris entre A et B a sa projection M' à l'in- 
fini, quand un point. P ira de A vers B, il passera par M, et par 
suite la projection P ira de A' en B' après avoir passé par l'in- 
fini, c'est-à-dire que cette projection ne parcourra pas A'B'. 

Pour définir un sens sur une droite, il faudra se donner trois 
points ABC, et dire le sens qui va de A en B en passant par 
C, sans se préoccuper de cette circonstance que pour aller de A vers 
B en passant par G il faut peut-être passer par l'infini. 

Un sens étant ainsi défini, si l'on projette les points ABC, en 
A'B'C au sens allant de A vers B en passant par C, corres- 
pondra le sens allant de A' en B' en passant par G'. 



§ 136. — Voici maintenant la définition d'un point imaginaire 
d'après Staudt. Donner un point imaginaire, c'est donner une 
droite, et sur cette droite une involution sans points doubles 
réels et un sens. Aux deux sens différents qu'on peut se don- 
ner correspondent alors deux points imaginaires conjugués. Ge 
qui fait l'intérêt de cette définition, c'est qu'elle n'emploie que des 
propriétés projectives, puisqu'en projetant une droite (conique^ 
ment) on a une droite, qu'en projetant une involution on a une 
involution, et qu'à un certain sens déterminé correspond comme 
nous venons de le voir, un sens déterminé. 
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1 137. — On peut faire la remarque suivante. Soit j = a + W 
une abcisse imaginaire. Remplaçons cette formule par les suirantes 

xz=a-\- ht j[f z=: a — j- . 

on déduit de là 

(x — a)(x — a)+5*=iO 

Les deux points M et M', d'abcisses x fil x forment donc une iuTO- 
lution. 11 est facile de voir que quand t varie de — oo à -|~ ^ c^ 
points se déplacent dans le même sens. On pourra dire que cette in- 
volulion et ce sens définissent le point d'abcisse a -|- hi- 

Le point d*abcisse a — M sera défini à Faide des formules 

x=^a — bi3cf=^a-\- — * 

Ces formules définissent la même involution que les deux précé- 
dentes, mais le sens n'est pas le même. 



§ 138. — Une droite imaginaire (dans un plan réel) sera définie de 
même par deux faisceaux en involution. avec des rayons doubles 
imaginaires et un sens de rotation. Cette involution découpe sur une 
droite réelle une involution de points, et le sens de rotation donne 
un sens sur cette droite réelle. On définit ainsi le point imaginaire 
d'intersection de deux droites^ l'une imaginaire, l'autre réelle. 

Dans l'espace, on définira un plan imaginaire par un faisceau de 
plans en involution (à plans doubles imaginaires) et un sens . Une 
droite imaginaire sera l'ensemble des points communs à deux plans 
imaginaires. 

Cette théorie de Staudt n'est pas nécessaire au point de vue de la 
rigueur. La définition analytique que nous avons donnée du point 
imaginaire est suffisante. Mais elle fournit une représentation géo- 
métrique du point imaginaire propre à satisfaire l'esprit de ceux qui 
aiment les choses concrètes. 

Si on a une involution sur une droite D, et qu'on projette sur les 
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axes de coordonnées en A, A' B,B' C,C', les points correspondants 
M, M', de cette involution on définira sur les axes trois points imagi- 
naires qui seront les projections du point défini sur la droite D. Les 
abcisses de ces points seront les coordonnées du point défini sur la 
droite D. 



DIXIÈME LEÇON 

PROPRIÉTÉS DES CERCLES ET DES SPHÈRES 

Fibres inverses 

§ 139. — Nous allons démontrer rapidement ici les principales 
propriétés de V inversion. Soit un point dit pôle d'inversion, K une 
constante appelée constante d'inversion. Deux figures F et F' seront 
dites inverses l'une de l'autre, si à chaque point M de la première, 
correspondant un point M' de la seconde, situé sur OM et tel que 
OM X OM' = K. 

Il résulte de cette définition, que deux couples de points corres- 
pondants MM', PP' sont sur un môme cercle, car on a : OM X OM' =: 
OPXOP'=:K.. 

§ 140. — Conservation des angles. — On nomme angle de deux lignes 
qui se coupent, l'angle de leurs tangentes au point d'intersection. La 
propriété de la conservation des angles consiste en ceci ; l'angle de deux 
lignes est égal à celui de leurs transformées par inversion. 

Pour le démontrer, considérons d'abord une ligne C, et M un point 
de cette ligne, soit G' la ligne inverse sur laquelle est le point M' 
inverse de M. Si M^, est un point voisin de M, et M'^ l'inverse de M^, 
les quatre points MM^ M'M'^ sont sur un môme cercle i. Quand 
M^ vient se confondre avec M, le cercle devient tangent en M à la 
courbe C. Le point M'^ vient alors en M' de sorte que la droite M'M'< 
devient tangente au cercle i. Il en résulte que la courbe C admet une 
tangente en M' et que les deux tangentes en M et M' aux deux lignes 
G et C', sont tangentes à un même cercle i, dont le plan passe par 
le pôle d'inversion. 



^M. 



j 
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§ 141. — Gela posé, soient deux courbes G et G,, se coupant en M, 
deux courbes inverses G' et G\ passant par M', soit ï le point où se 
coupent les tangentes en M et M' aux courbes G et G', T^, le point de 
rencontre des tangentes aux mêmes points à G^ et C\ ; on a TM = TM' 
f tangentes issues d*un même point J. De môme T^M = T^M'. D'où suit 
l'égalité des triangles TMT-,, TMX, qui ont leurs trois côtés égaux. Les 
angles TMT^ TM'Ti sont alors égaux {ce qu'il fallait démontrer), 

§ 142. — Théorème. — La figure inverse d'une droite est un 
cercle passant par le pôle d'inversion ; la figure inverse d'une sphère 
est un plan passant par le pôle. 

Soit D une droite, M un point de cette droite, M' l'inverse de M. 
Menons du pôle la perpendiculaire OH sur D, coupant, D en H, et 

soit H' l'inverse de H. On a : OH X OH' =: OM X OM' ou bien: 

OM OH' 

~ z= -.- , . Ge qui démontre la similitude des triangles OM'H', OMH, 

O H UAL 

et par suite l'égalité des angles OM'H', OHM, comme ce dernier est 
droit, le premier l'est aussi, et le point M' est sur le cercle ayant 
OH' comme diamètre : réciproquement un cercle décrit sur OH' comme 
diamètre, aura pour inverse D. 

En faisant tourner la figure autour de OH', la droite engendre un 
plan et le cercle une sphère passant par 0; le plan a donc pour in- 
verse la sphère. 

§ 143. — Théorème. — La figure inverse d'un cercle dont le plan 
passe parle pôle est un cercle. Le pôle est le centre de similitude de 
ces deux. cercles. La figure inverse d'une sphère est une sphère ; le 
pôle est le centre de similitude de ces deux sphères. 1" Soit G, un 
cercle, M un de ses points, M' son inverse, M^ le point où OM ren- 
contre de nouveau le cercle G. On a l'égalité: OM X OM' = k. 
D'autre part on a par la géométrie élémentaire OM X OM, = p 

(p est une constante appelée comme on sait la puissance de par 

CM' Il 
rapport au cercle G) on a donc ^'^- nz -- , le lieu de M' est donc 

la figure homothétique du lieu de M, c'est-à-dire un cercle ayant avec 

7 
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G le point pour centre de similitude. 2° En faisant tourner la figure 
autour de la ligne des centres, on obtient deux sphères, qui sont 
ainsi inverses l'une de l'autre, et qui ont pour centre de simili- 
tude. 

§ 144. — Théorkme. — Deux sphères dans l'espace (ou deux cer- 
cles dans un plan) sont toujours inverses l'un de l'autre, le pôle d'in- 
version étant l'un quekonque des centres de similitude. En effet soit 
M un point de l'une des sphères, un centre de similitude, M\ le 
point homologue de M c'est-à-dire un point où OM coupe la deuxième 

sphère, et tel que . ' , = ^, rapport des rayons des deux sphères. 

OM rencontre la seconde sphère en un point M' autre que M'^ tel 
que OM' X OM'^ = p, p étant la puissance du point par rapport à 
cette sphère. En multipliant membre à membre les deux égalités 

ci-dessus, on a : OM X OM' =: j). vrr ' 

Ceci démontre la proposition. 

§ 145. — TuÉ'jiiÈME* — L'inverse d'un cercle dans l'espace est un 
autre cercle, car un cercle est l'intersection de deux sphères ; sa figure 
inverse est l'intersection des deux sphères inverses, c'est-à-dire un 
cercle. 

§ 146. — Relation entre les longueurs. — Soient A et B deux 
points, A' et B' leurs inverses. De ce que OA X OA' = OB X OB', ou 

Q A OR' 

5b ~ ÔÂ' ^^ déduit que les triangles OAB, OB'A' sont semblables, on 

a donc . -^,g, =: ^^, = ^j3^- - = -^ - donc : A'B' =. ^-^- : for- 
mule qui sera utile dans la suite. 



Intersection d'une droite avec une sphère ou un cercle 

§ 147. — Soit S une sphère de centre 0, de rayon R; D une droite A 
un point de D, A' le point où D rencontre le plan polaire de A. -Du cen- 
tre abaissons Ou perpendiculaire sur P et la coupant en .t^t on a : 
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f.i A X ^i A' =1 R' - Oo)' (§ 35) 

A et A' forment ainsi une involution. Les points doubles sont les 
points où D coupe la sphère. Pour les déterminer, prenons un point 
P sur la droite D, et soit PA = x, PA' = .r'. P w = rf, PO — a, o w = /i 
on a PO' = P-w' + ^ y* ou a* = d' + '^" on aura : w A = .r — d, 
« A' = j' — d, la relation précédente s'écrira donc : 

(.r — d) (.r' - d = R« — /i' 
ou en développant et remplaçant d' + fi^ par o' : 

a-j-' - d (a; + a;') + «' - R» = 
En faisant a? =: .r', on a l'équation : 

a» — 2 do; + a* — R' = 

donnant les abcisses PxM, PM' des points M et M' où la droite rencon- 
tre la sphère. On voit que le produit de ces racines est a' — R'. Il ne 
change pas quand la sécante tourne autour de P. C'est là une propo- 
sition bien connue, mais la démonstration précédente s'applique en- 
core quand M et M' sont imaginaires. 

On raisonnerait sur un cercle dans le plan comme nous avons rai- 
sonné sur une sphère dans l'espace. 

§ 148. — En prenant dans l'espace par rapport à la sphère (dans le 
plan par rapport au cercle) les polaires réciproques, on a à la place des 
points où D coupe la sphère, les plans tangents menés à cette sphère 
par la droite A conjuguée de D. (Dans le plan à la place des points où D 
coupe le cercle, on a les tangentes menées au cercle par le pôle A de la 
droite D.) 

§ 149. — Pointai à Vinfinl sur un cercle ou sur une sphère. — Con- 
sidéroj;is d'abord un cercle dans le plan, et supposons que la droi.te D 
soit à l'infini. Soit A un point sur D. La polaire de A passera par le 
centre du cercle, pôle de D, ce sera une droite OA' perpendiculaire 
sur D. Les points A et A' sont donc les d^ux points où les deux côtés 
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OA OA' d'un angle droit coupent la droite de l'infini. Les points dou- 
bles de l'involution A, A', s'appellent les points I et J, ce sont les 
points où le cercle rencontre la droite D de l'infini. Considérons deux 
points et 0', deux angles droits pivotant autour de ces points : ces 
deux angles dl'oits découperont les mêmes divisions en involulion sur 
la droite de l'infini, car si les deux premiers côtés se coupent sur cette 
droite, c'est-à-dire sont parallèles, les deux seconds côtés seront aussi 
parallèles. 

4 

§ 150. —Tous les cercles coupent donc la droite de l'infini aux mê- 
mes points, dits points 1 et J, ou points circulaires de l'infini ou 
pointa cycliques du plan. Les deux points où les côtés de l'angle droit 
quelconque AOA' coupent la droite de l'infini, sont conjugués par rap- 
port à ces points. 

§ 151. — Dans l'espace, considérons une droite Dà l'infini et une 
sphère S de centre 0. Le plan OD coupe la sphère suivant un cercle C 
qui coupe D aux deux points cycliques du plan OD. 

En faisant tourner le cercle C de façon qu'il engendre la sphère, la 
droite D engendre le plan de l'infini, et les points cycliques décrivent 
le cercle d'intersection de la sphère S et du plan de l'infini f Cercle da 
V infini/. 

Ce cercle sera le même pour toutes les sphères possibles, puisque 
dans le plan les points cycliques sont les mômes pour tous les cercles 
possibles (voir aussi § 130). 

§ 152. — Un point A étant dans le plan de l'infini, le plan polaire 
de A sera le plan mené par (centre de la sphère) perpendiculaire 
surOA. Il coupera le plan de l'infini suivant une droite A polaire de A 
par rapport au cercle de l'infini . 



Puissance d'un point. — Axes radicaux 



§ 153 — Soient dans le plan deux cercles de centre C et C, de 
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rayons R et R'. Le lieu du point M ayant même puissance par rap- 
port à Cet G' est une droite perpendiculaire à la ligne des centres, 
appelée Taxe radical de ces deux cercles. 

En effet, en égalant les puissances d'un point M par rapport aux 
deux cercles, on a : 

MC» - R'-=: MC"~ R" 

ou bien : MG» - MC'^ = R« - R" 

mais MG'=: MP* + CP\ Pétant le pied de la perpendiculaire abaissée 
de M sur GG' ; de même : MG'* = MP^ + G'P' il en résulte que : G'P' - 
GP» = R'' - R* or (§ 4) on a G'P — GP = GG' donc : 

R'' — R' 
G'P + GP = ^'- ^^/V 

G'P +GP et G'P - CP étant constants, le point P est lixe, ce qui dé- 
montre la proposition. 

L'axe radical passe par les deux points réels ou non où se coupent 
les deux cercles, car ces points ont une puissance nulle par rapport à 
ces deux cercles. 

§ 154. — Les axes radicaux de trois cercles G, G, G3 pris deux à 
deux, se coupent au même point. En effet, soit M le point où se coupent 
les axes radicaux de G, Gj et de G, G,. Ge point aura même puissance 

à la fois par rapport à G^ G* et Gj il sera donc sur l'axe radical de 

Gj et Gj ce qui démontre la proposition. 

§ 155. — ÏHÉouiiME. — Deux cercles quelconques sont toujours ho- 
mologiques de deux façons. Le centre d'homologie est l'un des centres 
de similitude, l'axe d'homologie est l'axe radical. 

Soit S l'un des centres de similitude de G et G'. G'est en même 
temps un pôle d'inversion ; soient M et M, deux points de G, M' M'^ 
leurs inverses sur G'. Gomme SM X SM' = SM, X SM', M M' M, M'^ 
sont sur un même cercle 2. MM^ est l'axe radical de G et 2, M'M'^ est 
celui de G' et 2, donc d'après le théorème précédent MM^ et M'M'^ se cou- 
pent sur l'axe radical de G et de G'. Donc M' est l'homologue de M dans 
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l'homologie de centre S, ayant pour axe l'axe radical de C et de G' et 
dont Ml et M'^ sont deux points correspondants fce qu'il fallait dé- 
montrer J, 

§ 156. — Extension aux sphères. — En faisant tourner la figure 
autour de la ligne des centres, on déduit de là les énoncés suivants re- 
latifs à des sphères : 

1° Le lieu des points d'égale puissance par rapport à deux sphères 
est un plan, dit plan radical, perpendiculaire à la ligne des centres. 

2° Les plans radicaux de trois sphères prises deux à deux se coupent 
suivant une môme droite faxe radical J. 

3" Deux sphères sont homologiques de deux façons, l'axe d'homolo- 
gie est Taxe radical, le centre d'homologie est l'un des centres de si- 
militude. 

On verra aussi, comme pour les cercles, que les plans radicaux de 
quatre sphères prises deux à deux, passent par un môme point ayant 
même puissance par rapport aux quatre sphères. 

§ 157. — Rapport anharmoniqtie de quatre points d'un cercle ou de 
quatre tangentes. 

Soit 2 un cercle P un point de ce cercle, A une tangente; si ABCD 
sont quatre autres points de 2:, et si les tangentes en ces points coupent 
A en a ;5 7 5, je dis que l'on a P (A B G D) = (« ,5 y 5). 

Pour éviter des considérations d'angles qui s'appliqueraient mal au 
cas des points imaginaires, je démontre ce théorème par inversion. 
P étant pris pour pôle d'inversion, ABGD se transforment en qua- 
tre points A'B' G' D' en ligne droite (purce que le pôle est sur le cer- 
cle) et l'on a: (§146). 

G' A' ~— ^-— - G'B' = A_Çï^_ D'A' =z -^i^A- D'B' '^' ^^ 



PC X PA -" — PC. pi3 - ^- — pD. PA - ^ — PO. PB 

,, . „ ,,, ., C'A' . D'A' CA . DA 
d ou 1 on déduit : ^^, . -^,j^, = ^ . j^- 

Le second membre ne dépendant pas de la position du point P, le 
premier qui est égal à P ( A B G D) n'en dépend pas non plus. — Nous 



LEÇONS SUR LES MÉTHODES DE LA GÉOMÉTRIE MODERNE 103 

n'avons pas tenu compte des signes. Nous avons simplement prouvé 
que si P et P' sont deux points du cercle, on a : P (ABCD) = P' 
(ABGD) en grandeur. Or si F décrit le cercle, P' (ABCD) variant 
d'une manière continue, ne pourrait changer de signe sans s'annuler 
ou devenir infini (1) ce qui est impossible, puisqu'il garde toujours la 
même valeur absolue. 11 y a donc toujours le même signe. 

Si l'un des points était imaginaire, on raisonnerait de môme sur la 
partie réelle du rapport anharmonique, qui ne peut changer de signe 
sans s'annuler ou devenir infinie, ou bien sur la partie imaginaire, si 
la partie réelle était nulle. 

§ 159. — Envisageons maintenant les quatre points « Sy 5 où la 
tangente en Q rencontre les tangentes en ABCD. Comme ils ont 

pour polaires QA QB QC QD, on a (§ 130) Q (ABCD) = (« .^ y 5) et 

comme P (ABCD) = Q (ABCD) on a P (ABCD) = (« 5 y 5), ce qui 

démontre la proposition. 

§ 160. — Remarque, — Si les points A et B étaient les points 
cycliques, les distances CA, CB,etc., seraient indéterminées, et la for- 
mule qui nous a servi deviendrait illusoire. On tourne la difTiculté en 
transformant le cercle en un autre par homologie, ce qui est possible 
(§ 155). L'homologie n'altérant pas les rapports anharmoniques, le 
théorème s'appliquera à l'un des cercles, car il s'applique à l'autra les 
points cycliques étant changés en deux autres points. 

§ 161. — Une autre remarque à faire, c'est que l'hexagone 
PQABCD est de Pascal (§ 27) dès lors l'égalité P (ABCD) = 
Q (ABCD) en entraîne d'autres, comme on l'a vu à ce paragraphe. 

§ 162. — Voici encore une conséquence de ce qui précède. Consi- 
dérons deux angles, AOB, APB, dont les côtés se ccupent en A et B, 
et qui sont égaux et placés de façon que AOBP soient sur un môme 
cercle. Les points cycliques I et J étant aussi sur ce cercle on aura : 

(1) On voit sans ^poine que le rapport anharmonique P (ABCD) est une 
fonction continue des coordonnées du point P. 
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(ABU) = P (ABU), et si OA, OB, PA PB coupent la droite de 
rinfini en « ,'5 «' '{J on aura 

(«5lJ) = (a'f3'IJ) 

de sorte que l'égalité des deux angles se traduit par celles de ces deux 
rapports anharmoniques. 

§ 163. — PiiopRiÉTÉs PROJEGTivES. — Si Une propriété d'une figure 
F subsiste pour son homologique ou sa perspective F', on dit que cette 
propriété est projective. La propriété pour quatre points d'être en 
ligne droite, d'avoir un rapport anharmonique déterminé, pour quatre 
droites de concourir, d'avoir un rapport anharmonique donné, sub- 
sistant dans les figures honiologiques, sont des propriétés projec- 
tives. 



ONZIÈME LEÇON 



Définition des sections coniques. Théorème de Ghasles. 

Applications 



§ 184. — La section par un plan quelconque d'un cône oblique à 
base circulaire se nomme section conique, ou simplement comV/ue. 

La section d'un cône de sommet S ayant pour base un cercle C, 
par un plan P, peut être considérée comme la projection conique ou 
perspective du cercle G sur le plan P, le sommet de projection étant 
situé en S. Gomme deux figures perspectives peuvent être placées de 
façon à être homologique.s, et réciproquement, une section conique 
peut être définie comme la figure homologique d*un cercle. 

Toutes les propriétés projectives d'un cercle peuvent donc être ap- 
pliquées aux coniques. Nous les déduirons toutes, comme l'a fait 
Ghasles de deux d'entre elles. Si A BG D P et H sont six points d'un 
cercle, on a P (ABCD) ==: H (ABCD) ; de même si ces lettres désignent 
six tangentes au cercle, PA désignant le point de rencontre de 
P et A, on a la même égalité (§ 158, 159). 

Ges propriétés, d'après les § 27 et 28, peuvent être énoncées ainsi : 
Tout hexagone inscrit à une tionique est un hexagone de Pascal, tout 
hexagone circonscrit est un hexagone de Prianchon. Ges hexagones 
possèdent donc les propriétés énoncées aux § 29 et 30. 

§ 165. ^ Soient AetB deux points fixes sur une conique, et M un 
point variable. On peut écrire avec une notation déjà employée: 
A (M) = B (M), c'est-à-dire que les deux faisceaux AM et BM sont 
homographiques. Si M vient en A, le rayon AM devient tangent en 
A à la courbe, tandis que BM devient BA. La tangente en A, rayon 
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du premier faisceau, a pour homologue le rayon BA. De même le 
rayon AB a pour homologue la tangente en B. 

§ 166. — Corrrélatkement, si A et B sont deux tangentes fixes, 
M une tangente variable, on a A (M) = B (M), c'est-à-dire que la 
droite M découpe sur A et B deux divisions homographiques. D'ail- 
leurs si M vient se confondre avec A, le point où A est coupé 
par M devient le point où A touche ia courbe, tandis que le point de 
rencontre de B et de M devient celui de B et de A. Ainsi sur la droite 
A, le point où A touche la courbe a pour correspondant le point 
de rencontre de A et de B, de môme le point où A coupe B a 
pour correspondant sur la droite B le point où B touche la courbe. 



§ 167. -— Les réciproques de ces théorèmes sont vraies, nous 
allons les démontrer. 

1® Le lieu du point de rencontre de deux rayons homologues dans 
deux faisceaux homographiques est une action conique. 

En effet, soient A'et B les sommets des deux faisceaux, on verra, 
comme précédemment, que la droite A B a pour rayon correspondant 
dans le premier faisceau, la tangente en A, et dans le second fais- 
ceau la tangente en B. 

SoitT le point où ces deux tangentes se coupent, considérons un 
plan passant par le tangente AT, 
et dans ce plan un cercle quelcon- 
que tangent à cette droite en A ; me- 
nons ensuite du point T la sec nde 
tangente au cercle, le toucliant e.n 
G ; soient AM et BM deux ravons 
correspondants, AM coupe BT en 
;'5, BM coupe AT en c^, joignons aC 
qui coupe le cercle eïi P, et joi- 
gnons AP qui coupe CT en y. De 
ce que B (M) =: A (M^ on déduit T 
(a) ~ (5) ; de ce que AP et GP se coupent sur le cercle, on déduit 
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A (P) = C (P) et par suite (y) = (v) par conséquent (S) = (7), 
d'autre part, quand ^ vient en T, c'est que M vient en A ; alors a 
vient en A ; P vient en A et 7 vient en T ; donc, dans les deux divi- 
sions homographiques fi et 7, le point T est à lui-niême son propre 
correspondant ; donc la droite [iy passe par un point fixe. Gomme 
B et G sont deu-x points correspondants (si ç vient en B, a vient en T, 
7 vient en G) ce point lixe est un point S de la droite BG ; alors si 
on prend S pour centre de projection, B se projette en G, et 5 en 7 
Bk et AS qui se coupent en M, se projettent suivant G-/, et A7 qui se 
coupent en P, donc M se projette en P, et la courbe lieu de M, a 
pour projection le cercle lieu de P [ce qu'il fallait dêmoiilrer).' 



§ 168. — 2° La droite qui joint deux points correspondants de deux 
diiisions homographiques est tangente à une section conique. 

Soient AT et BT les droites qui portent les divisions, A et B les 
points qni correspondent à T sur les 
deux droites ; faisons passer par Aï 
un plan. Dans ce plan, traçons un 
un cercle tangent en A à AT, menons 
de T .6 la seconde tangente au cercle, 
qui le touche en G. Soient « et 3 
deux points correspondants sur AT et 
BT, yy une tangente à G, qui coupe 
GT en 7, ou par hypothèse (a) = (3); 
puisque «y touche le cercle on a («) = (7) par conséquent (.3) = (7), 
d'autre part quand vient en T, « vient en A et 7 vient en T, donc .^7 
passe par un point lixe, qui se trouve d'ailleurs sur BG car si ^5 
vient en B, a vient en T et 7 vient eu G. Soit S ce point, en le pre- 
nant pour sommet de projection, «7 est la projection de î^,^, le plan. 
S«|5 touche donc le cône de sommet S ayant pour base le cercle, alors 
la droite v/j trace du plan S«7 sur le plan ABT touche la conicjue sui- 
vant laquelle ce cône coupe le plan ABT fce quil fallait démon- 
trer J. 
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Conséquences des théorèmes précédents. — 

Tracé des coniques 

§ 169. — Théorème. ^ Cinq points déterminent une conique, ou 
d'une façon plus précise, par cinq points dont trois ne sont pas en 
ligne droite, on peut faire passer une conique et une seule. 

En effet soient ABC DE les cinq points, prenons les points A et B 
comme sommets.de deux faisceaux ; on connaît trois couples de rayons 
correspondants AG, BC, AD BD AE, BE, l'homographie est donc dé- 
terminée, on peut construire le correspondant A M d'un rayon quel- 
conque BM, et par suite construire la courbe par points; on aura la 
tangente en A par exemple en cherchant le rayon homologue de BA. 

§ 170. — Théorème. — Cinq tangentes déterminent une conique^ 
D'une façon plus précise si parmi cinq droites il n'y en a pas trois con- 
courantes, il existe une conique et une seule tangente à ces cinq 
droites. 

En effet, soient ABC DE les cinq droites, prenons les droites A et B 
comme bases de deux divisions homographiques, on connaît trois 
couples de points correspondants AC, BG AD, BD AE, BE (AG signilie 
toujours le point de rencontre de A et G). L'homographie est donc dé- 
terminée, on peut construire le point AM situé sur A correspondant 
d'un point donné BxM sur B. Alors la droite M est déterminée ; on peut 
construire la courbe par tangentes. On pourra trouve^ le point où une 
tangente A par exemple touche la courbe, en cherchant le point situé 
sur A. homologue du point où B coupe A. 

§ 171. — Problème. — Une conique étant donnée par cinq points, 
trouver ses points de rencontre avec une droite donnée A. 

Soient ABGDE les points donnés ; les points où les rayons cor- 
respondants AM BM coupent A forment deux divisions homographi- 
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ques, on a d'ailleurs trois couples de points correspondants, les points, 
ce' d d' e e' où\4C BG AD BD AE BE coupent A, les points doubles de 
ces deux divisions sont les points cherchés. 

§ 172. — Problême. — Une conique étant donnée par cinq tan- 
gentes, trouver les tangentes issues d'un point A à cette conique. 

Soient ABGDE les tangentes données ; une tangente mobile M 
coupant A en « et B en p, Aa ^^ forment deux faisceaux homographiques, 
d'ailleurs pour que «3 qui est une tangente passe par A il faut que 
A« A,'5 Coïncident. Il faut donc trouver les rayons doubles de ces deux 
faisceaux. Or on connaît trois couples de rayons correspondants obte- 
nus en joignant A aux points AC, BC, AD BD, AE BE. On pourra 
donc construire les rayons doubles. 

Remarque, — Dans le premier problème, A peut être la droite de 
l'inlini, il s'agit alors de trouver dans les deux faisceaux deux rayons 
parallèles. On y parvient en menant par le sommet de l'ua des fais- 
ceaux A, des parallèles aux rayons de l'autre, on a alors deux fais- 
ceaux de même sommet, dont on cherchera les rayons doubles. 

Si ces deux rayons sont réels et distincts, la courbe a deux points 
à l'infini, on la nomme une hyperbole. 

S'ils sont confondus, la courbe est tangente à la droite de l'infini. On 
l'appelle une parabole. 

Enfin si les rayons doubles sont imaginaires, la- courbe qui n'a pas 
de points à l'infini se nomme ellipse. 

§ 173. '— Dans le cas de ïhyperbole, on peut prendre les points à 
l'infini comme sommets des deux faisceaux déterminant la courbe. Les 
faisceaux sont alors formés de droites parallèles, les rayons du pre- 
mier à une droite A, les rayons du second à une droite B ; proposons- 
nous de trouver la tangente en A par exemple (le point A étant à 
l'infini). C'est la droite du faisceau A qui correspond au rayon B à 
l'infini. Il suffit d'avoir un point de cette droite puisqu'on a sa di- 
rection. Or si on coupe les faisceaux par une droite, on aura deux di- 
visions homographiques, 4e point cherché est celui dont l'homologue 
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dans la deuxième division est à l'infini ; on sait donc le construire. 
Les tangentes à l'infini se nomment les asymptotes de la courbe. 

§ 174. — Théorème de Desargues. — Toutes les coniques passant 
par quatre points ABCD coupent une droite A en deux points M et M 
correspondants d'une involution. Les couples de côtés opposés et les dia- 
gonales coupent A en trois couples de points correspondants de cette 
involution. 

On a en effet (§ 166) A (BG MM') = D (BG MM') 

Si « est le point où. AB coupe A, ,5 le point où AG rencontre cette 
même droite,' ,5' et u ceux où A est rencontré par DB et DG, on aura : 

(«p MM') — {[:i'c/ MM') 

ce qui montre (§ 91) que M et M' sont deux couples de points corres- 
pondants d'une involution dont «a .'5.S' sont deux couples de points cor- 
respondants. 

Le théorème corrélatif se démontre d'une façon analogue, ou en 
transformant le précédent par polaires réciproques. Les tangentes 
issues d'un point fixe A à toutes les coniques touchant quatre droites, 
forment deux faisceaux en involution. Les droites joignant A aux cou- 
ples de sommets opposés ou aux faux sommets sont des couples de 
rayons correspondants. 

Corollaire: soient deux quadrilatères ABGD, A'B'G'D' inscrits dans 
une conique, a, S y 5 les points où se coupent (AB, A'B'), (AG, A'G'), 
(BG, B'G'), (BD,. B'D'). Si a^'Sy sont en ligne droite, ^^ est sur cette 
droite. 

En efïet, soient ^^ et ^^ les points où la droite v.^y coupe BD et B'D'. 
Ge sont tous deux les points correspondants de y dans l'involution dont 
«/S* et les points M M' où a,S coupe la conique sont des couples de points 
correspondants, 5^ et ^îs sont donc un seul et même point, le point ^ 
commun à BD, B'D'. On énoncera facilement le théorème corrélatif. 

§ 175. — Le théorème de Pascal résulte delà. Décomposons l'hexa- 
gone inscrit en deux quadrilatères ABCD et DEFA. AB et DE se coupent 
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en I, EE et CD se coupent en K. Les côtes AD et DA coïncidant, on 
peut supposer que leur point de rencontre est sur la droite IK. Donc» 
d'après ce qui précède, le point L où se coupent BGet EF est aussi sur 
IK, les points IKL sont en ligne droite. 

§ 176. — Comme application, cherchons à déterminer des coniques 
passant par quatre points ABGD et touchant une droite donnée A. 
Pour que la conique passant par ABCD, dont il est question au théorème 
de Desargues, touche A, il faut que M et M' soient confondus; on a donc 
à déterminer les points doubles de l'involulion, il y en a deux P et Q, 
il y a donc deux coniques répondant à la question, l'une passant par 
ABCDP, l'autre par ABCDQ. 

On déterminerait d'une façon analogue les coniques tangentes à 
quatre droites et passant par un point. 

§ 177. — On peut encore fésoudre le problème de trouver les coni- 
ques passant par trois points ABC et tangentes à deux droites données 
A A' 

Pour résoudre ce problème, faisons d'abord une remarque relative 
au théorème de Desargues. Si AB et CD viennent se confondre,auquel 
cas toutes les coniques sont tangentes en A et B aux deux droites fixes 
AC et BD, les points « et a sont confondus, et l'on a un point double en 
«pour l'involution. 

Cela posé, pour résoudre le problème en question, cherchons les 

points Ret S inconnus où la conique cherchée touche A et a' ; cherchons 

« 
le point I où RS coupe AB ; toutes les coniques tangentes en 

R et S à A et A' déterminent sur AB une involution, dont A B sont 
des points correspondants, ainsi que les points « et |S où AB coupe 
A et A' ; les points doubles I et V peuvent donc être déterminés. De 
même les points doubles K et K' de l'involution analogue sur AC, donc 
la ligne RS est IK, ou IK', ou l'K, ou l'K', il y a donc quatre solutions. 
Les points doubles analogues sur BC que l'on peut aussi construire 
doivent se trouver aussi sur ces droites. 
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On résout de la façon corrélalivô le problème de construire une co- 
nique connaissant deux points et trois tangentes. 



Application des théorèmes de Pascal et de Brianchon au 

tracé des coniques 

§ 178. — 1* Problème, — Cinq points d'une conique étant donnés, 
construire un sixième point quelconque, et la tangente en l'un des 
cin^i points. 

Soient ABGQE les cinq points ; par le point A menons une droite 
quelconque qui constituera le côté AF d'un hexagone ABCDEF inscrit 
dans la conique. Il s'agit de trouver le point F. Supposons que AB et 
DE se coupent en « et que CD et AF se coupent en 5, le point de ren- 
contre 7 des cotés BC et EF sera sur «5, on pourra donc le construire 
en prenant l'intersection de BG et «.'5, en joignant yE on aura le côté 
EF qui coupera en F le côté AF. On aura ainsi un sixième point quel- 
conque de la conique 

Pour avoir la tangente en A, on supposera que AF est cette tangente ; 
alors A et F devront coïncider. On prendra le point « où se coupent 
AB et DE, le point y où se coupent EF (c'est-à-dire EA)et BC. on prend 
le point /5, où CD coupe oy. AF doit passer par ce point, c'est donc la 
droite Ay. 

§ 179. — ^* Problème. — Cinq tangentes d'une conique étant don- 
nées, construire une sixième tangente'quelconque, et le point de con- 
tact de l'une des cinq tangentes. 

Soient ABCDE les cinq tangentes. Prenons sur la droite A un point 
quelconque, qui constituera le sommet AF d'un hexagone circonscrit 
à la conique. Il s'agit de trouver le côté F. Supposons que la droite, 
joignant le sommet AB au sommet DE soit «, celle qui joint CD et A F 
soit /3 ; la droite y qui joint BC et EF passera par le point de concours 
de«etp, on pourra donc la construire en joignant BC à ce point de 



: 
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concours «^3. Le point où 7 rencontre E sera le sommet EF. En joi- 
gnant ce sommet au sommet AF on aura la droite F. 

Pour avoir le point de contact de A, on supposera que ce point est 
le sommet AF, alors les côtés A et F devront coïncider. On joindra AB 
et DE par une droite a, EF (c'est-à-dire EA) et BC, par une droite y, 
on a la droite ,S joignant CD au point de concours de « et y, le som- 
met AF est sur cette droite, c'est donc le point où cette droite y coupe A. 



DOUZIÈME LEÇON 



Pôle et Polaire, Centre, Diamètre et Axes 



§ 180. — On t)eut déduire la théorie des pMes et polaires dans les 
coniques de la même théorie dans le cercle, en transformant le cercle 
en conique par homologie. Voici une autre manière de procéder, fon- 
dée sur le théorème de Desargues. 

Proposition 1. — Autour d'un point A on fait tourner une droite 
coupant en P et Q une conique C. M étant le conjugué hormonique de 
A par rapport à P et Q, le lieu de M est une droite dite polaire de A, 
qui pa-^se parles points de contact des tangentes issues de A à la co- 
nique C. A se nomme le pôle de 
cette droite. Outre la droite A 
coupant la conique en P et Q, 
considérons-en deux autres pas- 
sant par A et la coupant en RS et 
TU. Toutes les coniques passant 
par RSTU déterminent sur APQ 
une involution (§174). Les côtés 

RS et TU coupant cette droite en A tous les deux, A se cor- 
respond à lui-même. Le second point double est alors le point M con- 
jugué de A par rapport à P et Q, mais les points A et M sont conjugués 
par rapport à deux points correspondants quelconques, tels que les 
points «et /3 où la droite APQ est rencontrée par RT et SV. Le lieu de 
M est donc le lieu du conjugué de A par rapport au couple de droites 
RT SU, c'est donc une droite (§ 25). Si on joint RT, SU qui se coupent 
en H, RU, TS qui se coupent en K, cette droite est la droite HK. 

Si on mène par A une tangente à la conique, les points où cette 
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droite coupe la courbe, sonlconfondus au point de contact. Le conjugué 
de Aevst alors ce point de contact lui-même qui est ainsi sur la polaire 
de A fce qu'il fallait démontrer J. 

^" Remarque. — Si RS, TU tournent autour de A, H et K décrivent la 
polaire de A. 

2''' Remarque , — Si RS, ÏU coïncident, HT, SU sont les tangentes 
en R et S, donc les tangentes aux points où la droite ARS coupe la 
courbe, se coupent sur la polaire de A. 

§ 181. — Proposition II. — Si la polaire du point A passe par un 
point jB, celle du point U passe par le point A. 

En effet, dire que la polaire de A pass*^ par B, c'est dire que A et B 
sont conjugués par rapport aux deux points réels ou imaginaires où 
AB coupe la conique. On énonce la même chose en disant que la 
polaire de B passe par A. 

Autrement : La polaire de A est le lieu des points K et H dont il a 
été question ci-dessus ; si donc la polaire de A passe par B, on peut 
supposer que B coïncide avec l'un de ces points, K par exemple, c'est- 
à-dire que les droites RT et SU passent par B. Mais alors la polaire 
de B passera par le point où se coupent RS et TU (même proposition), 
c'est-à-dire par le point A. 

La seconde remarque du paraîa:raphe précédent résulte de là, car le 
point B où se coupent les tangentes en R et S, a pour polaire HS qui 
passe par A. La polaire de A doit donc passer par B. 

On voit que si des points sont en ligne droite, leurs polaires sont 
concourantes. En effet, si des points M sont sur une droite D ayant 
P pour pôle, la polaire de P sera la droite D qui passe par M, donc la 
polaire de M passera par P. 

De même des droites concourantes en un même point ont leurs 
pôles sur une même droite. 

§ 182. — Proposition III. — Le rapport anharmonique de quatre 
points en ligne droite est le m,ême que celui de leurs quatre polaires 
concourantes. 



116 LEÇONS. SUR LES MÉTHODES DE LA GÉOMÉTRIE MODERNE 

En effet, soit M un point d'une droite D, M' le conjugué de M sur D, 
c'est le point où la polaire de M coupe D: M et M' étant conjugués par 
rapport aux deux points où la conique G est coupée par D, sont deux 
points correspondants d'une involution; le rapport anharnionique de 
quatre points M est donc égal à celui des quatre ooints M', c'est-à-dire 
des quatre polaires. La proposition est donc démontrée. 

A l'aide de^s propositions précédentes, on peut délinir les ligures 
polaires réciproques par rapport à une section conique comme on l'a 
fait pour le cercle. A un point P on fera correspondre sa polaire par 
rapport à une conique appelée conique de référence. Les propriétés de 
réciprocité que nous avons démontrées alors subsistent ici avec leurs 
démonstrations. 

§ 183. — Proposition 1V^ — La polaire réciproque d'une conique est 
une antre conique. — En effet, soit une conique G, A et B deux points 
fixes de G, M un point variable. Aux points A et B correspondent deux 
droites A^ B^ au point M une droite M,. Gomme A (M) == B (M) la pro- 
position III donne A^ (M,) := B, (M^) c'est-à-dire que la droite M^ 
joint les deux polntr correspond;ints A, M,, B, M, de deux divisions 
homographiques sur les droites A^ et B^. Elle touche donc uiie conique 
G' qui est ainsi la polaire réciproque de G. 

§ 184. — Droites conjuguées. — On nomme ainsi deux droites tel- 
les que la première soit polaire d'un certain point de la seconde. Il 
résulte alors de la proposition 11, que la seconde est la polaire d'un 
point situé sur la première. 

Supposons que A soit le point de concours de deux droites conju- 
guées D et D', soit P le pôle de D, situé sur D', P' le pôle de D', situé 
sur D, le pôle de PP' est à la fois sur D et D', puisque le pôle de D et 
celui de D' sont sur PP'. (Proposition 11) donc PP' est la polaire de A; 
elle passe par les points de contîicl (b's tangentes ï T réelles ou ima- 
ginaires issues de A, et alors AP AP' forment avec ces tangentes un 
faisceau harmonique. 

Il est clair que si inversement deux droites forment un faisceau har- 
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moniquft avec les tangentes issues de leur point de contact, elles sont 
conjiigui^es, le pôle de l'une est le point où l'autre coupe la corde des 
contacts. 

§ 185. — Proposition V. — A deux points conjugués par rapport à 
une conij^ue C, correspondent dans la figure polaire réciproque deux 
droites conjuguées par rapporta la courbe G', polaire réciproque de. G. 

En effet, soient A et B deux points conjugués par rapport à G, c'est- 
à-dire tels que AB coupe G en deux points P et Q t»'ls que AB 
PQ = — 1. A la droite AB correspond un point S, aux points AB PQ 
quatre droites A, B, P^ Q, concourantes en S, P^ Q, touchent G', puis- 
quelles correspondent à deux points de G, et l'on a (Proposition III) 
(Ai B, P^ QJ = — 1. Ge qui démontre la proposition. 

Corollaire. Si un point P et une droite D sont p(Me et polaires par 
rapport à G, la droite P, correspondante P,et le point D^ correspondant 
à D, sont polaire et pôle par rapport à G'. En effet D est le lieu des 
conjugués de P, par rapport aux points où une droite variable conte- 
nant P coupe la coiirbe, donc D^ est l'enveloppe des conjuguées de la 
droite P^ par rapport aux tangentes issues des différents points de P^ ; 
mais cette enveloppe est précisément le pôle de P^ car toutes les con- 
juguées d'une droite contiennent le pôle de cette droite. 

§ 186. — Proposition VÎ. — Diamètres. — Supposons qu'un point 
s'éloigne à l'intini; le conjugué de ce point par rapport à deux points 
P et Q d'une droite qui le contient, devient \emilieu de P Q (§ 24). 

Si donc un point est à l'intini dans une direction A, sa polaire 
devient le lieu des milieux des cordes parallèles à A. 

Donc l'on conclut ta proposition suivante. 

J.e lieu des milieux des cordes parallèles à une direction donnée 
dans une conique est une droite. Gettre droite se nomme le diamètre 
conjugué de la direction des cordes. 

§ 187. — Proposition Vil. —Tous les diamètres passent par un point 
fixe, centre de la courbe. En effet, quand une droite D s'éloigne à 
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l'inOni. son pôle devient un certain point 0, tel que toute droite pas- 
sant par coupe la courbe en P et Q dont est le mili»^u (0 et le point 
à l'inlini sur PQ étant coojugués par rapport à P et Q) est le centre. 
C'est donc le pôle de la droite de l'intini, si donc un point A est à 
l'infini, cela veut dire qu'il est sur la polaire de 0. Donc (Proposition II). 
L» polaire d« A (c'est-à-dire un diamètre) passe par (§ 181). 

Remarque. — Si la courbe est une parabole, la droite de l'infini lui 
est tangente. Or on voit sans peine que si une droite touche une coni- 
que, son pôle est le point de contact, le centre de la parabole est donc 
le point où cette courbe touche la droite de l'infini; il est donc à l'infini, 
d'où il résulte que dans une parabole, tous les diamètres sont paral- 
lèles. 

§ 188. — Proposition VIII. — Toute droite passant par lecentreest 
un diamètre, car celte droite passant par 0, son pôle est sur la polaire 
de 0, c'est-à-dire à l'infini. 

§ 189. — Proposition IX. — Si le diamètre d'une direction A est 
parallèle à une direction B, le diamètre conjugué de la direction B est 
parallèle à la direction A. En effet, dire que le diamètre conjugué de A 
est parallèle à B, c'est dire que la polaire du point A à l'infini con- 
tient le point B à l'infini; mais alors la polaire de B passe par A (Pro- 
position 11), c'est-à-dire que le diamètre conjugué de B est parallèle à 
la direction A. 

§ 190. — Proposition X. — La droite qui joint un point au centre 
d'une conique est le diamètre conjugué de la polaire de ce point. 

En effet, soit A un point, B le point à l'infini sur la polaire de A; 
la polaire de A passe alors par B, donc la polaire de B passe par A, 
mais comme B est à l'infini, cette polaire n'est autre que le diamètre 
conjugué OA de la direction de la polaire de A {ce quil fallait démon- 
trer). 

Dhux diamètres tels que l'un soit conjugué des cordes parallèles à 
l'autre, sont appelés diamètres conjugués. Ce sont deux droites conju- 
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guées passant par le centre, puisque l'un contient le pôle de l'autre à 
l'infini. 

§ 191. — Proposition XI. — Deux diamètres conjugués sont deux 
rayons correspondants de deux faisceaux en involution. En effet, 
deux droites conjuguées quelconques formant un faisceau harmonique 
avec les tangentes issues de leur point de rencontre, forment deux 
rayons correspondants d'une involution dont ces tangentes sont les 
raycns doubles. 11 en est encore ainsi quand ces droites passent par 
le centre de la courbe. Les rayons doubles sont alors les asymptotes. 

§ 192. — Proposition XÏI. — - Parmi les diamètres conjugués il y a 
toujours un couple rectangulaire, à moins qu'ils ne le soient tous. 

Coupoûs le faisceau en involution par une droite quelconque D, et 
soit P le pied de la perpendiculaire abaissée du centre sur D, prenons 
ce point comme origine ; la relation d'involution a la forme 

kxx' + B (X + a;') + C = 

Si un angle ^roit tourne autour de son sommet situé en P, il dé- 
coupe sur D une autre involution dont P est le point central et donnée 
par la relation 



11 faut chercher les points communs à ces deux involutions, or la 
première relation donne en remplaçant xx' par OP' 

X -X" X — g 
xet af sont alors les racines de l'équation 

x«+^— a?--ÔP' = 

dont les racines sont toujours réelles (1). 

(1) Les points communs à deux involutions dont l'une a ses points doubles 
imaginaires sont toujours réels. 
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Le cas où B est nul ne doit pas embarrasser .r = oo a' = donne- 
raient alors une solution, c'est-à-dire que la parallèle et la perpendi- 
culaire à D résoudraient la question. D'ailleurs on peut éviter ce cas 
puisque D est une droite quelconque. 

Toutefois, il pourrait arriver que les deux relations d'involution 
soient identiques, tous les couples de diamètres conjugés. seraient 
rectangulaires, mais alors les points à l'inlini sur ces diamètres sont 
conjugués par rapport aux points circulaires, ces points sont donc les 
points où la courbe oi coupée | ar la droite de l'inlini. Une telle courbe 
est un cercle, car si A et B sont deux points fixes sur la courbe, 1 et J 
les points circulaires, la courbe est le lieu des points M tels que 
M (AH IJ) soit constant, c'est-à-dire tel que l'angle AMB soit constant 
(§ 162), c'est donc un cercle. 

§ 193. — Dans la parabole, on ne peut pas parler de diamètres con- 
jugés, car tous les diamètres sont parallèles, mais si nous considérons 
la perpendiculaire à leur direction commune, celte droite a pour direc- 
tion conjuguée une direction perpendiculaire. On a donc bien encore 
deux directions conjuguées rectangulaires. 

Un diamètre conjugué d'une direction rectangulaire se nomme un 
axe, il divise en deux parties égales les cordes qui lui sont perpen- 
diculaires ; c'est donc bien un axe de symétrie de la courbé. 

Dans les courbes à cenire, il y a deux axes, mais dans la parabole il 
n'y en a qu'un, à savoir le diamètre conjugué de la direction pçrpen- 
diculaire à la direction commune de tous les diamètres. 

I 

§ 194. — Cordes supplémentaires. — Si on joint un ijoiut M d'une 
courbe à centre aux deux extrémités A et B d'un mf'aie diamètre, les 
droites MA et MB sont parallèles à deux din étions conjuguées. 

Soit en elTet le centre, qui est au milieu de AB, de ce que A0 = OB 
il résulte que la droite menée par parallèlement à MA passe par le 
milieu de MB, la parallèle à MA est donc bien conjuguée de la direc- 
tion MB {ce qu'il fallait démontrer) . 
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Equations des courbes à centre 

§ 195. — Considérons une courbe à centre ayant pour centre 0, et 
soit A'A un diamètre de celte courbe. Le pôle de A'A étant à l'intini 
sur la direction conjuguée de A'A, les tan«:entes en A et A' qui passent 
parce pôle sont parallèles au diamètre OY conjugué de A'A. Soit M un 
point de la courbe, A\J et A'M forment deux faisceaux homograpiiiques, 
et les points P et P' où ces rayons coupent OY forment deux divisions 
homographiques. Quand M vient en A, P va à l'infini et P' vient en 0, 
quand M vient en A', F va à l'infini, P vient en 0. Les deux points 1 et S' 
se confondent donc ici en 0. et par suite l'homographie est ici une 
involulion, et est le point central. Le produit OP X OP"est donc cons- 
tant, désignons-le par K, on a : 

OP X OP' = K 
D'autre part, prenons maintenant OA pour axe des x, et pour axe 




des y la droite déjà désignée par OY, appelons a la longueur OA, x et y 
les coordonnées de M. Les triangles semblables OPA, IIMA, où H est 
le pied de Vordonnèe HM du point M, donnent 



OP 
HM 



OA 
HA 



il est facile de voir que cette égalité a toujours lieu en grandeur et 
signe. 
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De même on aura : 

op;^ _ oa; 

HM "^ HA' 

et ceci également en grandeur et signe. 
On aura donc : 

OP __ _a_ OP _ zz.9lz:J^ 
y ~~ a — x y —a 

d'où en multipliant et remplaçant par k le produit OP X OP 

A— «^ 
y^ a^ — X* 

ou : 

Kx^ + a" \f = Ka' 

ou en divisant tout par a^ K. 

— -4- — —1 = 

Telle est l'équation de la courbe avec les axes de coordonnées que 
nous avons choisis. 

§ 196. — Nous distinguerons deux cas selon que K est positif ou né- 
gatif. Si K est po.sitif posons K = 6^ Dans ce cas là, P et P' étant tou- 
jours du même côté de 0, AP A'P' ne peuvent pas être parallèles ; M 
ne peut aller à l'infini, la courbe est donc une ellipse, P peut se con- 
fondre avec P', il suffit que 0? = ±: b. Le diamètre OY coupe donc la 
courbe en deux points réels. 

L'équation de l'ellipse avec deux diamètres conjugués (ou les axes) 
pour axes de coordonnées est donc : 

^+ ^ - 1 - 

et 2a 2b sont les longueurs de ces deux diamètres. 

Si' nous supposons maintenant K négatif, nous pouvons poser 
K = — 6*. Ici il y a des points à l'infini, car si 0P= 6 on aOP' = — b, et 
AP, A' P' sont parallèles, il en est de même si OP = — b; on» a alors 
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OF = & ; la courbe est donc dans ce cas une Hyperbole, On voit aussi 
que dans l'hyperbole, les asymptotes sont les diamètres confondus avec 
leurs conjugués. 

L'équation delà courbe est —^ |i — 1 = et Ton voit que le dia- 
mètre OY conjugué de OX coupe la courbe en deux points imaginaires. 
On appelle souvent 2& la longuenr d'un diamètre (ou de l'axe) non 
transverse ; mais les extrémités d'un diamètre ainsi entendu ne sont 
pas sur la courbe. 

§ 197. — L'équation de la parabole peut s'établir comme il suit: 
soit OA la direction commune des diamètres, A étant alors le pointa 
l'infini dans cette direction. Nous prenons l'origine sur la courbe 
OA pour axe des a?, la tangente en pour axe des y. Prenons une 
droite A parallèle à OY, qui coupe OX en H, soit M un point de la 
courbe; OM coupe A en P, la parallèle MA, à OA le coupe en P'; comme 
OM et AM forment deux faisceaux homographiques, P et P' forment 
sur A deux divisions homographiques, il est facile de voir que quand 
P est à l'infini, P' vient en H, le rayon AO étant l'homologue de la tan- 
gente en 0, de même quand P vient en P' va à l'infini, on a donc 

HP' y 
HP X HP' =ik,k étant une constante. Mais HP = y et ^ = -- donc le 

le produit ^- est aussi constant; en le désignant par 2p, on a l'équa- 

tion de la parabole y^ = "Ipx, 

En particulier, si on prend pour OX l'axe de la courbe, OY sera per- 
pendiculaire à OX, et l'équation de la parabole aura la même forme, 
mais avec des axes de coordonnées rectangulaires. 
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Propriétés diverses des sections coniques 

§ 198. — Considérons une ellipse de centre 0, et prenons pour axes 
de coordonnées deux diamètres conjugués OA OB. Soient M et M' deux 
points de l'ellipse, extrémités de deux autres diamètres conjuî^ués, 
P et F les points où OM etOM' coupent la tangente en A, parallèle au 
diamètre OB. D'après ce qu'on a vu précédemment, P et P' formeront 
sur cette tangente une involulion et l'on aura en remarquant que A est 
le point central, AP X AP' i= con-ilaate. 

Pour avoir cette constante, remarquons que si A' est le point diamé- 
tralement opposé à A, B' le point diamétralement opposé à B, A'B A'B' 
sont deux cordes supplémentaires. Menons par des parallèles à ces 
cordes, coupant en Q^ et Qj la tangente en A, ^Q^ et AQj seront OB et 
OB' tran-^porlés parallèlem mi à eu>c-m3m6.s et on aura : AQ^ = — AQ, 
=z OB. Mais OQ, et jj sont deux diamètres conjugués, on a donc 
AP X AP'=: AQ, X AQjZir — OB'. Ainsi le produit des segments inter- 
ceptés sur une tangente quelconque à partir du point de contact par 
deux diamètres conjugués est égal et de signe contraire au carré du 
demi-diamètre parallèle à la tangente. 

§ 199. — Formules de Chasles. — Soient OA =: f, OB — b, xy 
x'y' les coordonnées des points M et M'. 

n y A M y AM' 

On a -^ = — z= — 

X OA X' OA 

d'où ^^'= ^^^ ^ ^^' — _ '^-L 
XX' OA* ~ a* 



c'est-à-dire : 



XX' , yy, 
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(') d'ailleurs on a : -^ + j r = î/~2~ + i,î= 1> ^'où en retranchant : 

(i) l*-- _ -±- j iL_ _ // — 

^ ^ a* a^^ b'- 62 — ^ 

Si on tire par exemple de l'équation (') ~~,^^ qu'on porte dans 
(^), en réduisant et ayant égard à (') on trouve 

^ ^ a — b 

m 

alors la relation C) donne 

les relations C) et (^) entre les coordonnées des extrémités de deux 
diamètres conjugués se nomment formules de Chasles. 



Théorème d Apollonius 

§ 200. — Supposons que les axes de coordonnées OX OY au lieu 
d'être deux diamètres conjugués quelconques, soient les axes de l'el- 
lipse ; on aura dans ce cas 

OM'' = a;' + y^ 

OW^^ix' + y'' 

puisque les axes de coordonnées sont rectangulaires. 

ta 

alors OM^ + OM'* = a;' + x'^ + y^ + y \ 
ou d'après les formules de Chasles 

OM' + OM" = x' + if + ?5' + 5'= (a» + b') [^ + -f^ = a' + 6^ 



r 



donc la wSomme des carrés de deux diamètres conjugués est égale à la 
crrp'^^- Hps carrés des axes. 
iVidiiiLOiiaiil on a : 

-/ - y-^' = ±[^ + T] = ± «^ K + ï] = ± «^ 

donc d'après le § 208 ci-dessous (fin de la leçon). 



y 
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Le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est 
équivalent au rectangle construit sur les axes. 

§ 201. — Problème. — Connaissant en grandeur et direction deux 
diamètres conjugués d'une ellipse, construire les axes. 

Le problème se compose de deux parties. La construction des axes 
en direction, et la construction des axes en grandeur. 

Soient OA, OB les demi-diamètres conjugués donnés; menons par A 
la parallèle à OB, qui est la tangente en A à l'ellipse ; si M et M' sont 
les points où les axes coupent cette 
tangente, on doit avoir (§ 195) 
AM X A M' z=z — OB'. De là ré- 
sulte que le cercle décrit sur MM' 
comme diamètre, doit passer par 
les points P et Q pris sur la per- 
pendiculaire en A à la tangente 
en B, et tels que AP = AQ =: OB. 
D ailleurs, l'angle MOM' étant droit, 
ce même cercle doit passer par 0. 
Il est donc déterminé par les trois 
points 0, P, Q, et l'on pourrait le 
construire. 

Mais M étant le milieu de l'arc PMQ, OM est la bissectrice de l'angle 
POQ ; et OaI' est la bissectrice de l'angle supplémentaire, ce qui permet 
de construire les points M et M'. * 

Soit 9 l'angle AOB; les théorèmes d'Appollonius donnent, en appe- 
lant a et 6 les demi-axes. 

OA' + OB» = a* + 6* 

OA X OB sin B = ah 
d'où 

OA« + OB' — 20A.OB5mO= {a — hy 

. OA* + OB' -1-2 OA. OB sinB = (a -f- 5') 

or, l'angle PAO est le complément de Ô- On a donc : 

OP' = OA» -I- OB» — 2 OA X OB sin B 
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et de même 

OQ* = OA' + OB' + 2 OA X OB sin B 

il résulte de là que OP = a — b, 0Q= a+ 6, or OP et OQ sont 
connus, il est donc facile d'avoir a et b. 

§202. — Venons maintenant à certaines propriétés de Vhyperbole. 
D'après le théorème du § 184, on sait que si deux droites AM et AN 
sont conjuguées par rapport à une conique C, elles le sont aussi par 
rapport aux deux tangentes menées du point A à la conique ; supposons 
que A soit le centre: ces (Jeux tangentes deviennent alors les asymp- 
totes ; donc si deux diamètres d'une hyperbole sont conjugués, ils 
sont aussi deux droites conjuguées par rapport aux symptotes. 

De cette proposition résulte la conséquence suivante; soit MN une 
corde d'une hyperbole coupant les asymptotes en P et Q, le milieu de 
MN et celui de P Q sont sur la même droite, diamètre conjugué de 
MN dans l'hyperbole et dans le système des deux asymptotes. 

Soit H ce milieu; on a PH = HQ, MH= HN, donc MP = QN. Ainsi 
les portions de sécantes interceptées entre Vhyoerbole et ses asymptotes 
sont égales. 

Ce théorème permet de construire l'hyperbole par points, quand on 
connaît un point et les deux asymptotes. 

Si la droite PQ e?t tangente, M et N coïncident, et l'on a MP = QM, 
M est le milieu de PQ. 

Donc: La portion de la tangente comprise entre les asymptotes est 
dimsée en deux pai^ties égales par le point de contact, 

§ 203. — Théorème. — Si par les deux extrémités M et N d'une 
corde MN, on mène des parallèles aux asymptotes, de façon à former 
un parallélogramme MRNS, dont MNsoit l'une des diagonales, l'autre 
diagonale US va passer par le centre de l'hyperbole. 

En effet, dans le système des deux droites RM RN parallèles aux 
asymptotes, RS est le diamètre conjugué de la direction MN. Donc, dans 
le système des deux asymptotes elles-mêmes, ou dans l'hyperbole, le 
diamètre conjugué de MN est parallèle à RS, mais il doit passer par le 
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milieu de MN. Ce diamètre coïncide donc avec la droite RS elle-même ;* 
donc RS est un diamètre et passe par le ct^ntre. 

A l'aide de ce théorème, on construit facilement le centre d'une hyper- 
bole connaissant trois points et les directions des asymptotes. Ce qu'on 
sait déjà faire du leste (§ 173). 

§ 204. — Théorème. — Dans une hyperbole, le produit des segments 
OP X OQ, allant du centre aux deux points P et Q où la tangente PQ 
coupe les deux asymptotes est constant 

En effet, P et Q forment deux divisi(ms homographiques(§ 167), d'ail- 
leurs quand P va à l'infini, Q vient en et inversement, parceque les 
deux points de contact des asymptotes avec la courbe sont à l'infini. 
Donc OP X OQ = constante. 

§ 205. — Théorème. — Si on prend pour axes de coordonnées les 
asymptotes, l'équation de rhyperl)ole est xy = constante. 

En effet, le point de contact M de la tangente PQ étant le milieu de 
PQ, ;c est la moitié de OP, et y la moitié de OQ, xy est donc constant 
d'après le théorème précédent. 

Ce théorème permet de construire les sommets de la courbe quand on 
connaît les deux asyniplotes et un point, on connaît alors la constante, 
et le produit xy étant égal à cette constante, et de plus pour le sommet 
X étant égal à //, chacun d'eux est la racine carrée de ladite constante. 



§ 206. — La distance d'un point d'une hyperbole à son asymptote 
OX est proportionnelle à y, c'est-à-dire à — ; elle devient donc 
aussi petite qu'on voudra, quand x grandit indéfiniment: Cest là la dè- 
fiiùtioti quon donne le jjIus soucent des asymptotes. 



§207. — Venons à la parabole. Dans une conique quelconque (190) 
le pôle A d'une corde PQ est>ur le diamètre conjugué dePQ. Ce diamètre 
passe par le milieu M de PQ, et coupe la courbe en deux points conju- 
gués par rapport à P et Q. Dans la parabole, l'un de ces points étant 
à l'infini, l'autre est au milieu de AM. Si on prend ce diamètre pour 
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axe des x, la tangente en [parallèle à PQ] pour axe des y, OM est 
Tabcisse du point M. AM est la sous-tangente, donc la sous-tangente est 
double de Vabcisse . 

§ 208. — Nous nous sommes appuyés au § 200 sur une formule don- 
nant l'aire d'un parallélogramme OACB connaissant les coordonnées 
des points A et B. Nous allons démontrer cette formule, x, y étant les 
coordonnées de A, x'y' celles de B, celles de C seront x + a-' 2/ + 2/'. 

Soit a la projection de A sur OX, y celle de C on a. 
Surface OABC = 2 surface OAC = 2 (OCy — « A — « A y C) 

_ 9 nx + X') {y - h y) xy x' (y 4-2^) 1 _ ^,/ ,,w 

ce qui démontre la proposition. On verra facilement qu'elle subsiste, 
quelle que soit la position de la figure. 



9 
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Foyers et Directrices dans les Coniques 

§ 209. — Lemme. — Dans un quadrilatère complet ayant ses 
quatres côtés tangents à une conique, chaque diagonale a pour pôle le 
point de rencontre des deux autres. 

Soit un quadrilatère complet, ABCDEF, dont les diagonales sont 
AH, CE, DF; appelons K et G les points oùDF coupe AB et CE. G. et K 
sont conjugués (§25) par rapport à D et F. Le faisceau AC, AD, AG, AK 
est donc harmonique; AC et AD étant tangentes, AG AK sont deux 
droites conjuguées, le pôle de AK (ou de AB) est donc sur AG. On 
verrait de même qu'il est sur BG; donc il est en G, ce qui démonfre la 
proposition. 

On peut aussi démontrer ce théorème par polaires réciproques ; il se 
transforme dans le suivant: dans un quadrangle complet dont les 
quatre sommets sont sur une conique, le point de rencontre de deux 
diagonales est le pôle de la droite joignant les points de rencontre des 
côtés opposés. C'est la construction de la polaire (§ 25 et 180). 

§ 210. — Nous avons appelé points circulaires de l'infini ou points 
I et J, les points doubles d'une involution déterminée sur la droite 
de l'infini, par les côtés d'un angle droit tournant autour de son 
sommet. Tous les cercles passent par ces points. Nous nommerons 
foyer d'une conique un point F tel que les deux tangentes issues de 
ce point passent par les points I et J; la polaire du foyer se nomme 
directrice, 

§211. -— Dans les coniques autres que la parabole, il y a quatre 
foyera: deux réels sur un axe; deux imaginaires sur l'autre. Dans la 
parabole, il y a un seul foyer situé sur l'axe. 
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En effet, des points I et J, on peut mener à la courbe quatre tan- 
gentes: deux T et S, par I, deux T^ et S, par J. Si la courbe n'est pas 
une parabole, aucune de ces droites n'est IJ. 

Il y a donc quatre foyers, les points où se coupent TT^,. SS^, 
TS.etST, 

Si T et Ti sont des droites imaginaires conjuguées, il en est de 
même de S^ et S, , alors le point TT^ est réel, ainsi que le point SS^, les 
deux autres sont imaginaires. 

Ces quatre tangentes forment un quadrilatère dont les quatre côtés 
sont tangents à la courbe, en appliquant le Lemme, on voit que la 
droite qui joint ÏT^ à SS^ est le polaire du point où la droite joignant 
les deux autres foyers coupe la droite de Tinlini; le deux droites 
TT^, SS,, et ÏS,, ST, sont donc deux diamètres conjugués; d'ailleurs 
ces droites coupent la droite de l'infini en deux points conjugués par 
rapport à I et J (§ 25) ; ce sont donc deux droites rectangulaires, qui 
sont les axes de la conique. 

§ 212. — Si la conique est une parabole S et S, se confondent avec 
la droite de l'infini ; il ne reste donc que le foyer Tl\. En considérant ce 
cas comme cas limite du précédent, on voit que le foyer est sur un axe. 

§ 213. — Autre définition du foyer. — Deux droites rectangulaires 
quelconques FP, FQ coupent la droite IJ en deux points P et Q con- 
jugués par rapport à I et J, pour que FI, FJ soient les tangentes à la 
conique issue de F, il suffira que FP, FQ soient toujours conjugués 
par rapport à ces tangentes (c'est-à-dire que ce soient deux droites 
conjuguées par rapport à la conique) dès qu'elles sont rectangulaires. 

Un foyer est donc un point tel que deux droites conjuguées passant 
par ce point soient toujours rectangulaires. 

§ 214. — Ceci suffit pour démontrer d'une autre façon que les foyers 
se trouvent sur les axes. 

En effet, en particulier, le diamètre passant par le foyer, OF doit être 
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perpendiculaire à sa conjuguée, c'est-à-dire à la parallèle au diamètre 
conjugué de OF. Ce diamètre est donc un axe. 

§ 215. — On peut déduire de cette propriété des foyers, une autre 
propriété fort importante. 

iioit F un foyer, D la directrice correspondante; M et M' deux points 
de la conique, P le point où MM' coupe D, Q le conjugué de P par 
rapport à MM'; la polaire de P passe par F, puisque P est sur la po- 
laire de F (§. 181), cette polaire est donc Qi*\ de sorte que PF et QF 
sont deux droites conjuguées ; elles sont de plus rectangulaires. Elles 
coïncident donc avec le système des deux bissectrices des droites 
FM, FM': donc d'après un théorème de géométrie élémentaire, on a 

MQ _ MF 
M'Q ~" M'F 

menons MH M'H' perpendiculaires sur la directrice, et la coupant en H 

, „, MQ MH 

etH,onaura^=Zj;^, 

, MF MH MF M'F 

donc rrr^ = ittjti ; OU encore tttj = 7771;, 
M'F M'H'' MH M'H' 

Ce qui montre que le rapport des distances d'un point M au foyer et 
à la directrice est indépendant de la position de M sur la courbe. Ce 
rapport constant se nomme Vexcentricité Une conique est donc le lieu 
des points dont le rapport des distances à un foyer et à la directrice 
correspondante est égala l'excentricité. 

§ 216. — Réciproquement une courbe telle que le rapport des dis- 
tances de chacun de ces points à un point fixe F et à une droite fixe D 
est constant, est une conique de foyer F, de directrice D. 

Car on peut construire une conique de foyer F, pour directrice D, 
pour excentricité le rapport donné. Ceci revient à donner deux tan- 
gentes (Isotropes issues de F) leurs points de contact (points où elles 
coupent D) et un autre point P, tel que p^ = l'excentricité. Cette co- 
nique sera le lieu cherché. 

Si on se reporte aux paragraphes 39 et 53, on voit que les courbes 
trouvées coïncident avec celles définies ci-dessus. 
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§ 217. — Soient F et F' les deux foyers réels d'une conique à centre, 
D et D' les directrices. La conique ayant FF' pour axe de symétrie, 
D et D' sont symétriques par rapport à FF'; elles sont donc perpendi- 
culaires sur FF', elles sont symétriques l'une de l'autre par rapport à 
la perpendiculaire au milieu de FF', puisque la conique l'est. Elles 
sont ainsi parallèles et équidistantes du centre. De plus, à cause de la 
symétrie, l'excentricité est la même pour le premier et pour le second 
foyer. Soit M un point de la courbe, MH, MH' ses distances aux droites 
D et D', e, l'excentricité on a : 

MF == f. X MH MF = e X MH' 

Deux cas sont à distinguer selon que M est, ou n'est pas, entre deux 
directrices. Dans le premier cas MH + MH' est égal à la distance §des 
deux directrices. On a donc : MF + MF' i^ e X ^' 

Ainsi MF -|- MF' est constant. La courbe est une ellipse au sens de 
la géométrie élémentaire. On voit que dans ce cas e est inférieur à 
l'unité. 

Si M n'est pas entre les deux directrices, c'est la différence MH — MH' 
ou MH' — MH (selon celle des deux directrices qui est la plus rappro- 
chée de M) qui est égale à ^. C'est MF - MF', ou MF' — MF qui est 
constant. La courbe est une hijperbole au sens de la géométrie élémen- 
taire. C'est le cas où e est supérieur à l'unité. 

Dans le cas où e = 1 on a MF =: MH,et la courbe est une parabole 
au sens de la géométrie élémentaire. 

218. — On voit par là, que les coniques que nous étudions sont 
celles étudiées en géométrie élémentaire sous les noms d'ellipse, para- 
bole, hyperbole; les foyers ont un grand nombre de propriétés démon- 
trées en géométrie élémentaire. Quelques-unes de ces propriétés seront 
étudiées comme applications des théories exposées dans la leçon sui- 
vante. 



QUINZIÈME LEÇON 



Intersection de deux Coniques 

§ 219. — Théorème 1"'. — Deux coniques ayant un point réel com- 
mun, sans avoir même tangente en ce point, ont un second point réel 
commun. 

On peut toujours supposer, en projetant convenablement la figure, 
que Tune des coniques est une ellipse ou môme un cercle. Soit C cette 
courbe, C l'autre, A leur point commun. Si C et C ne sont pas tan- 
gentes en A, C a des points à l'intérieur de C, d'autres à l'extérieur; 
la partie de C intérieure à C se compose d'au moins un arc de courbe 
dont les deux extrémités sont situées sur la courbe C. L'intersection 
des deux courbes se compose donc au moins de deux points réels. 

Remarque : Si les courbes sont des hyperboles, l'un de ces points 
peut être à l'inlîni. 

§ 220. — ÏHÉoiŒME II. — Deux coniques qui ont deux points com- 
muns en possèdent deux autres, réels ou imaginaires. 

Soient A et B les deux points communs, un rayon issu de A ren- 
contre de nouveau la première conique en M, la seconde en M' ; AM et 
BM forment deux divisions bomographiques AM' et BM' également, 
BM et BM' tous deux bomographiques à AMM' sont bomographiques 
entre eux. Les rayons doubhîs de cette homographie seront les rayons 
pour lesquels M et M' coïncident, et l'on sait qu'il yen a deux, réels ou^ 
imaginai! es. Ce qui démontre la proposition. 

Un de ces points peut coïncider avec A, le rayon homologue AM 
étant alors AB, on voit que les deux coniques sont tangentes en A. 

Corollaire. — Dès que deux coniques ont un point réel commun, elles 
ont quatre points communs, dont deux peuvent être imaginaires. 
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En transformant par polaires réciproques„on a les propositions sui- 
vantes : 1* Deux coniques ayant une tangente commune réelle avec les 
deux points de contact différents, en ont une seconde ; 2* Si elles ont 
deux tangentes communes, elles en possèdent deux autres, réelles ou 
imaginaires. 

§ 221. — Pour aller plus loin, nous nous servirons d'un mode de 
transformation des figures, que voici: C et C étant deux coniques non 
tangentes, à chaque point P nous faisons correspondre le point où se 
coupent les polaires de P par rapport à C et G'. 

Si un point Q correspond à P, le point P correspond à Q, car si 
les polaires de P passent par Q, celles de Q passent par P. Sî 1^ se rap- 
proche de P, il est clair que son correspondant Q, se rapproche de Q. Si 
donc deux lignes sont tangentes, leurs correspondantes le sont aussi. 

A une droite D qui n'a pas même pôle dans les deux coniques, cor- 
respond une coniqus. Soient en effet A et A' les pôles de D, M un point 
de D, M' son correspondant. La polaire de A passant par M celle de M 
passera par A, ce sera AM'; de même la seconde polaire sera A'M'. Ces 
deux droites forment deux faisceaux homographiques, car le rapport 
anharmonique de quatre droites AM', celui des quatre droites A'M' 
son égaux tous deux à celui des quatre points M. Le lieu de M' est 
donc une conique, à moins qu'au rayon AA' ne corresponde le rayon 
A'A, mais alors cette droite aurait même pôle par rapport aux deux 
coniques; ce pôle serait d'ailleurs sur D. 

Nous supposerons qu'il n'en est pas ainsi, notre objet étant de mon- 
trer qu'il y a toujours des points ayant même polaire par rapport aux 
deux coniques, il serait inutile d'aller plus loin si nous savions qu'il y 
en a un. 

§ 222. — Considérons deux droites D et D,, auxquelles correspon- 
dent des coniques S et S^, soit P le point d'intersection de D et D^ et Q 
son correspondant situé à la fois sur S et sur S^. Je vais montrer que 
S et Si ne sont pas tangentes en ce point, en supposant que P n'ait pas 
même polaire par rapport aux deux coniques. 



r 
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Si s et S^ étaient tangentes en Q, à une sécante Q«;3 coupant S en « 
Si en p correspondrait une conique passant par P et parle point H situé 
sur D et correspondant à sr, puis par le point K de D^ correspondant à 
jS. Quand la sécante Qap deviendrait tangente à S et à S^, H viendrait 
en P et K aussi, de sorte que laconique correspondant à Qa3 serait ten- 
gente en P à la fois à D et D^ ce qui est absurde, à moins qu'elle ne se 
réduise à des droites, c'est le cas écarté. 

D'après le théorème premier, S et S^ passant par Q ont un autre 
point réel R; si R n'avait pas même polaire dans les deux coniques, le 
correspondant de R serait à la fois sur D et D^ et par suite en P, ce qui 
est absurde puisque R n'est pas en Q. Donc R a même polaire dans les 
deux coniques. 

§ 223. — Théorème. — Il existe deux autres points R^ R, réels ou 
imaginaires, ayant même polaire dans les deux coniques; chaque 
sommet du triangle R R^ Rj a pour polaire le côté opposé (Triangle 
conjugué). 

Soit T la polaire de R, sur T il y a deux points conjugués à la fois 
par rapport aux deux coniques, points doubles des deux divisions 
homographiques formées par les deux points M, et M, conjugués d'un 
même point M de T par rapport aux deux courbes. Soient R^ et R, ces 
deux points; les polaires de R passant par R^ celles de R^ passent par 
R ; de même les deux polaires de Rj passent par R. Les polaires de R^ 
passant par R et aussi par Rj conjugué de R^ coïncident toutes deux 
avec RRj; de même les polaires de Rj coïncident toutes deux avec RR,, 
ce qui démontre la proposition. 

Théorème. -— Les points R R^ Rj sont sur toutes les coniques S et S, 
dont il est question ci-dessus. 

En effet soit P le point où la polaire de R par exemple coupe une 
droite quelconque D. Les polaires de R passant par P, celles de P 
(qui sont distinctes) passent par R. Mais P est sur la droite D; donc 
R est sur la conique qui correspond à D. 

Corollaire. — Les coniques correspondant à une droite quelconque 
D passent toutes par les points fixes R R^ Rj. 
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Il n'y a pas d'autre point R, ayant même polaire par rapport aux 
deux coniques, sans quoi les coniques correspondant à deux droites 
D et D^ qui se coupent en P auraient en commun cinq points R R^ R, R3 
et le point Q correspondant de P, et par suite coïncideraient. 

Nous avons vu que si une droite passait par l'un des points R R^ R, 
la figure correspondante n'est plus une conique mais une droite. Celle- 
ci est naturellement la droite R, R,. 

§ 224. ~ Théorème. — On peut projeter deux coniques, de façon à 
avoir deux coniques ayant un diamètre commun conjugué d'une même 
direction de cordes. 

Il suffit évidemment pour cela de projeter R à l'infini. Alors la po- 
laire deJl devient ce diamètre. 

Théorème. — Deux coniques quelconques ont toujours quatre points 
communs réels ou imaginaires. Les droites qui joignent ces points deux 
à deux passent par les trois points R R^ R,. 

Je projette le point R à l'infini, alors les deux coniques ont un dia- 
mètre commun. Prenons-le pour axe des x, et la direction conjuguée 
pour axe des y; alors les deux coniques ont, d'après ce qu'on a vu au 
chapitre précédent, des équations de la forme suivante ne changeant 
pas quand on change y en. —y. 

y' =z Ax' + 2Bx + G y* = A'x' + 2Wx + C. 

égalant les deux valeurs de y* on a une équation du 2° degré en x, 
sauf le cas où l'on aurait A == A'. 

Cette équation a deux racines réelles ou imaginaires a? == x' x = x" 
à chacune d'elle correspond une droite parallèle à OY qui coupe évidem- 
ment les courbes aux deux mômes points. 

Si l'on avait A = A' l'une de ces deux droites serait la droite de l'in- 
fini, car les coniques auraient mêmes directions asymptotiques. 

On voit, en revenant à la figure primitive, que deux des cordes com- 
munes AB et CD passent par le point R. Maintenant, pour construire la 
polaire de R par rapport à lune quelconque des deux coniques, joi- 
gnons AC BD qui se coupent en R^ AD, BC qui se coupent en R„ la 
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polaire sera R^ R, (§ 180). Si on construit de la même façon la polaire 
de R, on verra que c'est RRj et celle de Rj sera RR,. Les points RR^ R, 
ont donc bien même polaire par rapport aux deux coniques. 

En transformant cette proposition par polaires réciproques, on voit 
que deux coniques quelconques ont quatre tangentes communes ^ et que 
les droites joignant les points de rencontre des tangentes communes 
ont même pôle par rapport aux deux coniques.. Ces droites sont donc 
les côtés du triangle RR^ R^. Ainsi les tangentes communes se coupent 
sur les côtés du triangle RR, Rj. 

§ 225. — Nous avons supposé dans ce qui précède que les coniques 
ne sont pas tangentes. Laissant encore de côté ce cas, et voyons de 
quelle nature sont les points RR^ Rj (réels ou imaginaires) suivaat la 
nature des points d'intersection (ou des tangentes communes). 

Nous savons queR est toujours réel. C'est donc le point de concours 
de deux droites A, R et G, D réelles ou imaginaires conjugués. 

Si A, R et C, D sont quatre points réels, il est clair que RR, RjSont 
réels. Supposons A, R et C, D tous imaginaires. On peut supposer A et R 
conjugués, C et D conjugués. Mais alors, AB et DG sont deux droites 
réelles, R est réel; AD et BG sont imaginaires conjuguées elles se cou- 
pent en un point réel; R, est réel, de même Rj. 

Supposons A et R imaginaires, C et D réels, A et B étant conjugués 
AB est réelle, R est encore réel, mais ici R, et Rg sont imaginaires, car 
la conjuguée de AC est BC et non BD. 

Ainsi pour que RR, Rj soient tous réels, il faut que les coniques se 
coupent en quatre points tous réels ou tous imaginaires. 

On peut faire une discussion analogue avec les tangentes communes, 
en comparant ces discussions, on voit que: 

Si deux coniques se coupent en deux points réels seulement elles 
n'ont que deux tangentes communes réelles et réciproquement. 

§ 226. — Connaissant l'un des points RR, Rj proposons-nous de 
construire les quatre points communs à deux coniques. 
Soient ABGD les quatre points, R le point où se coupent AB et CD. 
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Menons une sécante coupant AB en M, CD en M', la première conique 
en ««' la seconde en f^^'. Projetons du point R ces points sur la polaire 
de R, on a six points PF, aa' bb'. D'après le théorème de Desargues, 
MM' «« p/5' et par suite leurs projections PP' aa' bb' sont trois couples 
de points correspondants d'une involution Coupons par une autre 
sécante, on aura six autres points, M^M\ «i«i pi(5^ dont les projections 
seront PP' a^a'^ b^b'^ PP' sera donc un couple de points communs à deux 
involutions, on saura le construire (§ 92). 

Remarquons en terminant que les points RR^ R, sont les mêmes 
pour toutes les coniques qui passent par les quatre points A B G D. 
Ils forment un triangle conjugué commun à toutes ces coniques. 

§227. — Coniques passant par quatre points, ou touchant quatre 
droites. — Théorème premier. — Les polaires d'un point P par rap- 
port à toutes les coniques passant par quatre points, passent par un 
second point fixe Q. La droite PQ est divisée harmoniquement par 
chacune des coniques du système. Prenons en effet le point Q où se 
coupent les polaires de P par rapport à deux des coniques G et G' du sys- 
tème. La droite PQ est divisée harmoniquement par les points a«' où 
elle est coupée par G, et par les points ^^' où elle est coupée par G'. 
Donc P etQ sont les points doubles de l'involution déterminée pat* ces 
deux couples de points, et comme une 3"" conique coupe PQ en deux 
points 7v' qui se correspondent dans cette involution, w' divisent 
aussi harmoniquement PQ, et la polaire de P relativement à cette 3"" 
conique passe aussi par Q. 

Corrélativement, les pôles d'une droite fixe par rapport à toutes 
les coniques touchant quatre droites sont sur une droite fixe. En parii- 
culier les centres (pôles de la droite de l'infini), sont sur une droite fixe, 
se nommant droite de Newton. 

§ 228. — Théorème II. — Le lieu des pôles d'une droite fixe par 
rapport à toutes les coniques passant par quatre points est une co- 
nique. 

Soit en effet P un point de la droite; son correspondant Q est sur une 
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conique passant par les pôles de la droite par rapport à deux coniques 
quelconques du système. Le lieu de ces pôles est donc identique à la 
conique lieu du point Q. 

Corrélativement, les polaires d'un point fixe par rapport à toutes les 
coniques tangentes à quatre droites touchent une conique ûxe. 



Coniques Homolo^ques 



8 229. — Deux faisceaux homographiques ayant pour homologiques 
deux faisceaux homographiques, la figure homologique d'une conique 
est une autre conique. Les points où Tune des coniques rencontre l'axe 
d'bomologie étant à eux-mêmes leurs correspondants, sont sur l'autre 
conique. Ainsi l'axe d'homologie est une corde commune aux deux 
coniques. 

Les tangentes menées du centre d'homologie à l'une des coniques 
étant aussi à elles-mêmes leurs correspondantes, louchent la seconde 
conique] le centre d'homologie est donc un point de rencontre de tan- 
gentes communes, ou ombilic des deux coniques. 

Nou'S savons (§ 224) qu'une corde commune à deux coniques passe 
par l'un A des trois points ayant même polaire par rapport aux deux 
courbes. 11 en est donc ainsi de l'axe d'homologie: de même un point 
de rencontre de tangentes communes est sur l'une des droites a ayant 
même pôle par rapport aux deux coniques. 11 en est donc ainsi du 
centre d'homologie. 

Supposons que les tangentes issues dû centre d'homologie S touchent 
los deux coniques enPQ et P'Q'; PQ et F Q' étant homologues, se cou- 
peront sur l'axe d'homologie; commes ces droites se coupent en un 
point ayant même polaire par rapport aux deux coniques; elles se cou- 
peront en A, et la droite « qui passe par le centre d'homologie sera la 
polaire de A. 
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§ 230. — Réciproquement,, considérons deux coniques quelconques, 
et soient M et N deux de leurs points communs. Sur MN se trouve un 
point A ayant même polaire par rapport aux deux coniques. Sur la 
polaire de A se trouvent deux ombilics, soit S l'un d'eux. Les tangentes 
issues de S touchent la première conique C en deux points P et Q; la 
polaire PQ de S passe par A; de même la droite P'Q' joignant les points 
de conlact des tangentes avec la seconde conique C passe par A ; con- 
sidérons alors l'homologique C" de C, dans l'homologie où S est le 
centre, MN l'axe, P et F deux points correspondants. Dans cette 
homologie, l'homologue de PQ est P'Q', l'homologue de Q est Q' dès lors 
C" passe par MN P' Q', et en ces derniers points touche SP' et SQ'. Donc 
C" coïncide avec C. Ainsi C et G sont homologiques. 

Corollaire. — Si les points M et N sont à l'infini, c'est-à-dire si les 
coniques ont mêmes directions asympto tiques, elles sont homothé- 
tiques (voir § 48). , 

§ 231. — Comme conséquence des théories exposées dans ce cha- 
pitre, nous démontrerons ici deux propriétés des foyers, en nous aidant, 
de la considération des imaginaires. D'après le théorème du § 224' 
toutes les coniques passant par quatre points ont un triangle conjugué 
commun, et parmi ces coniques, trois se réduisent à un système de 
deux droites, dont les sommets du triangle conjugué sont les points de 
de concours. Corrélativement, toutes les coniques tangentes à quatre 
droites ont un triangle conjugué commun, et parmi ces coniques, trois 
se réduisent à un système de deux points (couples de deux points de 
concours des tangentes communes, corrélatifs des couples de sécantes 
communes) situéeâ deux à deux sur les côtés du triangle conjugué. 
D'après le théorème corrélatif de celui de Desargues, les tangentes 
issues d'un point à une de ces coniques sont des droites en involution ; 
les rayons doubles du faisceau divisent harmoniquement un couple de 
tangentes quelconques ; appliquons ces propositions en supposant que 
parmi les couples de tangentes communes il y en ait un qui ait pour 
point de concours I et un qui ait pour point de concours J. Les coniques 
auront alors toutes les mêmes foyers. Si d'un point P on mène deux 
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tangentes à l'une de ces courbes, T et T'; T et T' seront deux rayons 
d'une involution ; TI TJ en seront deux autres, puisque parmi les coni- 
ques, il y en a une se réduisant au couple de points IJ, donc les rayons 
doubles du faisceau divisent harmoniquement la droite IJ. Ils sont 
donc rectangulaires. Or si deux des rayons d'un faisceau harmonique 
sont rectangulaires, ils sont les bissectrices des angles des deux autres; 
on en conclut que les couples de tangentes issues d'un point P a toutes 
les coniques de mêmes foyers ont les mêmes bissectrices. 

En particulier, il y a deux des coniques qui passent par P (une ellipse 
lieu du point M^tel que MF + MF' = PE + PF' et une hyperbole telle 
que MF' — MF= PF' — PF). Pour ces coniques, les tangentes issues 
de P sont confondues, ce sont précisément les bissectrices considérées; 
ces deux coniques se coupent à angle droit. 

Enfin, parmi les coniques il y a celle qui se réduit à l'ensemble des 
deux foyers réels F et F', le couple de droites PF, PF' a donc aussi 
pour bissectrices les mêmes droites. 

De là ces propositions. 

Si d'un point P on mène des tangentes T et T à une conique de 
foyers F et F' les droites Tet T' et les droites PF, PF' ont mêmes bis- 
sectrices. 

La tangente menée par un point P d'une conique de foyers FF' est 
Tune des bissectrices du système de droites PF, PF'. 



SEIZIEME LEÇON 



Théorie des Surfaces du second ordre 



§ 232. — Une surface du ^second ordre est une surlace coupée suivant 
une conique par un plan quelconque, telle est par exemple la figure 
homologi.que d'une sphère, car un plan quelconque coupe une sphère 
suivant un cercle (réel ou imaginaire; donc la figure hcmologique est 
une conique. 

H y a d'ailleurs d'autres surfaces du second ordre, comme nous le 
verrons plus loin. Parmi les coniques suivant lesquelles des plans 
coupent une surface de second ordre, il y en a qui se réduisent à un 
système de deux droites (réelles ou imaginaires), comme nous le ver- 
rons tout à l'heure. 

§ 233. — Une surface du second ordre est coupée par une droite en 
deux points, car un plan passant par la droite coupe la surface suivant 
une conique, que la droite rencontre en deux points. Si ces deux points 
sbnt confondus, la droite est dite tangente à la surface; dans ce cas, 
tout plan passant par la droite, coupera la surface suivant une conique 
que la droite rencontrera aussi en deux points confondus. La droite 
sera donc aussi tangente à cette conique. 

§234. Théorème. — Si la surface contient trois droites AD, AD', AD" 
passant par un même point A, cette surface est un cône ayant A pour 
sommet. — En effet, en premier lieu, ces trois droites ne sauraient être 
dans un même plan, ce plan pouvant couper la surface suivant deux 
droites, mais non trois. Menons alors par la droite AD un plan quelcon- 
que; ce plan coupant la surface suivant une première droite, doit la couper 
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suivant une autre droite A ; cette droite passe par A, sans quoi elle 
rencontrerait le plan D'D" en un point qui ne peut être ni sur D' ni sur 
D", (D' et D" n'étant pas dans le plan AD. Or le plan D'D" ne saurait 
couper la surface en d'autres points que ceux des droites D'D" (sans 
quoi il ne couperait pas la surface suivant une conique. Il résulte de là 
qu'un plan quelconque passant par AD coupe la surface suivant une 
droite AA passant par A, et qui engendre un cône quand on fait varier 
ce plan. Le lieu est donc une cône de sommet A. 



§ 235. — Théorème. — Si la surface n'est pas un cône de sommet M, 
toutes les tangentes menées par le point M de la surface, sont situées 
dans un même plan, que l'on appelle le plan tangent m M. Ce plan 
coupe la surface suivant deux droites. 

En edet, soient trois plans PQR passant par M et coupant la surface 
suivant trois coniques CG'C" non décomposées en deux droites (ce qui 
est possible si la surface n'est pas un cerne de sommet M). Soient T, 
et T' les tangentes en M à C et C. Si la tangente T" à G" n'était pas dans 
le plan TT', le plan TT' couperait C" en un point M^ distinct de M ; alors 
le plan Tï' couperait la surface suivant une conique tangente à T 
et à T' en M, ce qui est impossible si cette conique ne se réduit pas à 
deux droites. D'une de ces droites serait alors MM^ ce qui est impossi- 
ble puisque MM^ est dans le plan R et que ce plan coupe la surface sui- 
vant la conique C" qui n'est pas une droite. 

Il faut donc que T" soit dans le plan TT. Ce plan doit couper la sur- 
face suivant une conique qui doit toucher T et T' en M ; or une conique 
n'admet qu'une tangente en chaque point M, sauf dans le cas où elle se 
compose de deux droites se coupant en M; dans ce cas. toute droite pas- 
sant par M située dans le plan des deux droites, coupe la conique en 
deux points confondus en M . Le plan tangent coupe donc la surface 
suivant deux droites. 
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Pôle et Plan polaire 



§ 236. — Théorème. — Si par un point fixe A on mène une sécante 
variable coupant la surface en deux points M et N, et si B est le con- 
jugué de A par rapport à M et N, le lieu du point B est un plan 
appelé plan polaire de A, A se nomme le pôle de ce plan. 

Je vais démontrer que toute droite qui a deux points P et Q faisant 
partie du lieu, en fait partie tout entière. Le plai^ APQ coupe la sur- 
face suivant une conique C, la partie du lieu située dans ce plan est 
évidemment la polaire de A par rapport à C, et comme P et Q sont 
deux points du lieu, cette polaire est la droite de PQ. Le lieu étant 
tel qu'une droite y ayant deux points y est située tout entière, <<st bien 
un plan. 

§ 237. — - Théorème. — Si le plan polaire d*un point A pafise par 
un point B, celui du point fe passe par le point A. — En effet, M et 
N étant les points où la droite AB rencontre la surface, dire que le 
plan polaire de A passe par B, c'est dire que A et B sont conjugués 
harmoniques par rapport à M et N; dire que le plan polaire de B 
passe par A, c'est dire la môme chose. 

Remarques. — Si M et N sont confondus (droite tangente), l'un des 
deux points B par exemple, est confondu avec M et N. On conclut de là 
que AB est une génératrice du cône ayant pour sommet A formé par 
les tangentes issues de A à la surface. La courbe de contact de ce cône 
est alors le lieu du point B ; c'est l'intersection de la surface avec le 
plan polaire de A. 

* 

§238. — Théorème. — Les plans polaires de tous les points d'une 
droite D passent par une même droite A, et les plans polaires des 
points de \ passent par D, (D et A sont dites droites conjuguées). Soient 
P et Q deux points de D. et A l'intersection de leurs plans polaires, 

10 
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soit M un point de A. Puisque les plans polaires de P et de Q passent 
par M, celui de M passe par P et Q (§ 237), c'est-à-dire par D. Soit M' 
un point de A, puisque le plan polaire d'un point M de ^ passe par M', 
celui de M' passe par M. Ainsi le plan polaire d'un point quelconque 
de D passe par un point quelconque de A, c'est-à-dire par A. 

Quatre plans passant par A et leurs quatre pôles situés sur D, ont même 
rapport anharmonique. — Soit en effet A un point de D, A' le point de 
rencontre de D avec le plan polaire de A. A et A' sont conjugués par 
rapport aux deux points où AA' coupe la surface. Ils forment donc une 
involution, ce qui prouve que quatre points A, et leurs quatre homo^ 
logues A' ont même rapport anharmonique. D'où Von conclut la pro- 
position énoncée. 

§ 239. — Le plan de l'infini a un pôle, intersection des plans polaires 
de trois points à l'infini. (Du reste, si on prend la figure homologique, 
à la place du plan de l'infini, on a un plan quelconque). Toute droite pas- 
sant par ce point y est divisée par la surface en deux parties égales, 
car si un point est à l'infini, on a vu (§ 10) que son conjugué par rap- 
port à un segment, est le milieu de ce segment. 

Ce point est le centre de la surface. Toutefois, si la surface est tan- 
gente au plan de l'infini, le centre est à l'infini . 



Plans diamétraux et Diamètres 



§ 240.. —Théorème. — Dans une surface du second ordre, le lieu 
des milieux des cordes parallèles à une direction donnée est un plan 
(Plan diamétral conjugué de cette direction). 

En effet, si un point A à l'infini a un plan polaire P, les cordes pas- 
sant par A sont toutes parallèles, et le conjugué de A par rapport aux 
points M et N où la corde AMN coupe la surface, est le milieu de MN. 
Le plan P est donc le lieu des milieux des cordes MN parallèles à la 
direction A. 
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§241. — ÏHÉORK.viE. —Tous les plans diamétraux passent par le centre» 
En effet, le point A étant à l'infini, c'est-à-dire dans le plan polaire du 
centre, le centre est dans le plan polaire de A, c'est-à-dire dans le 
plan diamétral conjugué de la direction A. 

Théorème. — Si le plan diamétral conjugué de la direction A est 
parallèle à une droite B, le plan diamétral conjugué de B est parallèle 
à A. Ceci revient en effet à -dire que si le plan polaire de A passe par 

B, celui de B passe par A. 

§ 242. — Théorème. — Dans une surface du second ordre, le lieu 
des centres des sections faites dans la surface par des plans parallèles 
à une direction donnée est une droite (Diamètre conjugué des plansj. 

En effet, si par une droite D on fait passer un plan, il coupe la sur- 
face suivant une conique C, le pôle de D par rapport à C est sur la 
droite A conjuguée de D. Si on suppose que D est à l'infini, tous les 
plans passant par D sont parallèles, le pôle de D devient le centre de 

C, et A est le lieu des centres des coniques G dont les plans sont tous 
parallèles. Le théorème est donc démontré. 

* 
§ 243. — Théorème. — Si une droite D est parallèle à un plan P, 
le plan diamétral conjugué de D passe par le diamètre conjugué de P. 
En effet, soit C le centre d'une section faite par un plan P^ parallèle à 
P, toutes les droites menées dans P^ par G seront divisées par la sur- 
face en deux parties égales, il en sera ainsi par conséquent de la 
droite menée par G parallèlement à D, car cette droite étant parallèle 
à P sera dans P^. Donc G sera un point du plan diamétral conjugué de 
D {ce qu'il fallait démontrer)^ 

§ 244. — GoNiQUE A l'infini. — Le plan de l'infini, comme tout autre 
plan, coupe la surface suivant une conique. On peut ramener cette co- 
nique à distance finie par une transformation homologique ou plus 
simplement en considérant le cône obtenu en joignant tous ces points 
à un point fixe à distance finie, et coupant ce cône par un plan quel- 
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conque. Cela équivaut, somme toute, à une transformation homolo- 
gique. 

Si A est un point à l'infini, P le plan diamétral conjugué de A (ou 
un plan parallèle), P est le plan polaire de A (ou un plan qui coupe le 
plan de l'infini suivant la même droite que ce plan polaire). La droite 
D suivant laquelle P coupe le plan de l'infini, sera la polaire de A par 
rapport à la conique à l'infini delà surface. (11 est bien clair, en eflet, 
que si par un point A on mène un plan qut coupe la surface suivant 
une courbe C, le plan polaire de A coupe ce plan suivant la polaire de 
A par rapport à la courbe C). 

Quand le centre de la surface est à l'infini, le plan de l'infini coupe 
la surface suivant deux droites, la conique à l'infini se réduit ici à 
deux droites. 

§ 245. — Systi^mes de diamètres conjugués. — Supposons que le 
centre ne soit pas à l'infini. La conique C à l'infini ne se réduit pas à 
deux droites, menons par le centre une droite OA, coupant le plan 
de l'infini en A. Prenons sur la polaire de A un point quelconque B, la 
polaire de B passera par A et coupera en D la polaire BD de A. La 
polake de D passera alors par A et B. Le triangle ABD sera conjugué 
par rapport à G, chaque coté étant la polaire du sommet opposé. 

Alors dans le trièdre OABD chaque face sera le plan diamétral con- 
jugué de l'arête opposée. Les arêtes de ce trièdre forment alors ce 
qu'on nomme un système de trois diamètres conjugués. On voit qu'il 
existe une infinité de pareils systèmes, puisque A est un point arbi- 
traire à l'infini, et AB une droite quelconque passant par A et située 
dans le plan de l'infini. 

§ 246. — On voit très facilement que si la surface est une sphère, 
trois diamètres conjugués sont trois diamètres rectangulaires deux à 
deux. Car dans une sphère, le lieu des milieux des cordes parallèles à 
une direction donnée, est un plan perpendiculaire à cette direction et 
passant par le centre de la sphère. 

La sphère coupe le plan de l'infini suivant le cercle de l'infini ; donc 
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un plan et une droite perpendiculaire rencontrent le plan de l'infini 
en une droite et un point qui sont polaire et pôle par rapport au cercle 
de l'infini. On a déjà vu cette proposition (§ 152;. Trois droites rectan- 
gulaires deux à deux donnent de même dans le plan de Vinfini un 
triangle conjugué par rapport au cercle de Vinfini. 



Plans principaux et Axes 



§ 247. — Proposons-nous de chercher les plans de symétrie d'une 
surlace de second ordre, c'est-à-dire les plans qui divisent en deux par- 
ties égales les cordes qui leur sont perpendiculaires. 

Avant d'aborder le problème, nous ferons d'abord les remarques sui- 
vantes : 

Nous avons vu (§ 223), que deux coniques qui ne sont pas tangentes, 
ont toujours un triangle conjugué commun. Notre démonstration re- 
pose sur la considération de la conique qui correspond à une droite 
donnée. On peut remarquer qu'il n'y a rien à changer dans le raisonne- 
ment si l'une des deux coniques données, ou même les deux sont imagi- 
naires, la polaire d'un point réel par rapport à une telle conique res- 
tant réelle. Nous avons vu, si les deux coniques données se coupent en 
quatre points imaginaires, que les sommets du triangle conjugué com- 
mun sont tous réels; ceci a lieu en particulier quand une des deux 
coniques données est imaginaire. 



§ 248. — Considérons le cas où l'une des deux coniques est rem- 
placée par un système de deux droites. Dans ce cas, le triangle conju- 
gué commun sera remplacé par le triangle ayant un de ses sommets en 
A point de rencontre des deux droites; les deux autres sommets B et 
C sont sur la polaire de A, et conjugués à la fois par rapport au sys- 
tème de deux droites et à la conique. Si cette conique est imaginaire, 
B et C sont réels, car ce sont les points correspondants communs à 
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deux involutions, et les points doubles de l'une d'elles sont imagi- 
naires (§ 192). 

§ 249. — Considérons encore lis cas où les coniques sont bitan- 
"gentes^ que l'une d'elles soit ou non un système de doux droites. La 
corde des contacts a alors môme pôle A dans les deux coniques; le 
point A, et deux points conjugués sur la corde des contacts forment 
un triangle conjugué commun. On voit que dans ce cas, // y aune infi- 
nité de pareils triangles, 

§ 250. — Nous sommes ipaintenant en mesure de résoudre le pro- 
blème proposé. Si un plan est principal ^ c'est un plan diamétral con- 
jugué de la même direction de cordes dans la surface et aussi dans une 
sphère quelconque ayant son centre dans ce plan. 11 coupe donc le plan 
de l'infini suivant une droite ayant même pôle par rapport aux deux 
coniques suivant lesquelles la surface donnée et la sphère rencon- 
trent le plan de l'infini, c'est-à-dire à la conique l à l'infini sur la 
surface, et au cercle S de l'infini. Ce dernier étant une conique ima- 
ginaire, on voit qu'il y a trois droites réelles répondant à cette condi- 
tion, les trois côtés du triangle conjugué commun à S et à 2. Soit 
ABC ce triangle. 

§ 251. — Si 2 ne se réduit pas à un système de deux droites, le 
plan de l'infini n'est pas tangent à la surface. Le centre pôle de 
ce plan, est alors à distance, finie. Les plans OAB OAC OBG sont des 
plans principaux, OA, OB, OC sont des axes de symétrie. 

§ 252. — Si 2 se réduit à deux droites se coupant en A, nous avons 
encore (§ 248) un triangle conjugué AB(^ dont un des sommets est en A. 
La droite conjuguée de BC passe par A. Soit A cette droite. Les plans 
aAB,AAC sont alors des plans principaux, et l'i droite A est un axe 
de symétrie, c'est le seul. On obtient facilement cet axe de symétrie en 
remarquant que tians ce cas tous les diauiètres passent par A et par 
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suite sont parallèles, l'axe est le lieu des centres des sections faites 
dans la surface par les plans perpendiculaires à la direction A. 

§ 253. — Si les coniques S et 2 étaient tangentes, elles seraient 
bitangentes (car si une conique en touche une autre en un point ima- 
ginaire, elle le touche aussi en son conjugué). Soit A le pôle de la corde 
des contacts, D cette corde, A la droite conjuguée de D passant par A, 
tous les plans passant par D seront perpendiculaires à A, comme ils 
passent tous par les points de contact de S et s, ils coupent la surface 
suivant des coniques passant par les points circulaires de leur plan, 
c'est-à-dire suivant des cercles, le centre de l'un de ces cercles est 
sur le diamètre A. La surface est donc de récolution autour de la 
droite A. 

§ 254. — Recherche des plans principaux par des constructions 
réelles. 

Les raisonnements précédents prouvent bien l'existence des plans 
principaux ; ils ne permettent pas d'en donner une construction immé- 
diate. Pour y parvenir, nous allons raisonner d'une autre façon. Nous 
allons nous borner aux surfaces à centre qui ne sont pas de révolu- 
lion, car dans le cas des surfaces tangentes au plan de l'infini, et 
dans le cas des surfaces de révolution, la construction directe est 
facile. 

§ 255. — Soit donc le centre de la surface; par le point menons 
une droite quelconque OxM, soit OM' l'intersection du plan perpendi- 
culaire à OM mené par avec le plan diamétral conjugué de OM. 
A chaque droite OM correspond ainsi une droite OM'. 

Cette correspondance (tout à fait analogue du reste à celle du §221), 
est réciproque. En effet, l'angle MOM' étant droit, OM est dans le plan 
mené par perpendiculairement à OM', de plus OM' étant dans le 
plan diamétral conjugué de OM, OM est dans le plan diamétral conju- 
gué de OM'. OM est donc bien la droite correspondante de OM'. 
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• 

Quand la droite OM décrit un plan passant par 0, la droite DM' dé- 
crit un cônedu secoùd ordre. En efïet, soit OP la perpendiculaire au plan 
w donné, et OQ le diamètre conjugué de w. Si OM reste dans le plan w, 
le plan diamétral conjugué de OM passe par OQ (§ 237) et le plan per- 
pendiculaire à OM passe par OP, de plus le rapport anharmonique des 
quatre droites OM est égal à celui des quatre points où elles percent le 
plan de l'infini, ou à celui des quatre plans polaires de ces quatre 
points, c'est-à-dire des quatre plans diamétraux QOM' ; le rapport 
anharmonique des quatre droites OM est évidemment égal à celui des 
quatre plans perpendiculaires POM', donc quatre plans QOM' ont même 
rapport anharmonique que quatre plans POM' correspondants. Si l'on 
coupe par un plan quelconque, on obtiendra deux faisceaux homo- 
graphiques PM', QM' ; donc ce plan coupera le lieu de OM' suivant une 
conique. M' décrit donc un cône du deuxième" ordre. 



§ 256. — Considérons deux plans w et co^, à ces deux plans corres- 
pondent deux cônes o- et o-i qui passent tous les deux par la droite qui 
correspond à l'intersection de w et w^. On verra, comme au §222, qu'ils 
ne sont pas tangents suivant cette droite. (On ramène les raisonne- 
ments sur ces cônes à des raisonnements sur des coniques en coupant 
la figure par un plan quelconque.) 

Ils se coupent alors suivant trois autres droites dont l'une au moins 
est réelle. Soit OA cette droite. Le plan diamétral conjugué de OA 
coïncidera avec le plan perpendiculaire sur OA. Car si ces plans ne 
coïncidaient pas, ils se couperaient suivant une droite OA' qui serait 
la correspondante de OA et qui, par suite, coïnciderait avec l'intersec- 
tion de w et w^. Or à l'intersection de &> et de w^ correspond par hypo- 
thèse une droite autre que OA. 

Le plan diamétral conjugué de OA étant perpendiculaire sur OA, 
considérons les deux axes OB, OC de la conique intersection de la sur- 
face par ce plan, on voit facilement que le plan diamétral conjugué 
de OB est le plan COA qui est perpendiculaire sur OB. De même le 
plan diamétral conjugué de OC est le plan BOA, perpendiculaire 
sur OC. On voit donc que OA OB OC sont les axes, et l'on démontrera 
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facilement que les deux cônes dont il est question ci-dessus, se cou- 
pent suivant ces trois axes, en sorte qu'ils se coupent suivant quatre 
droites réelles. 

Nous ne discuterons pas ici les particularités qui peuvent se présen- 
ter, ce que nous disons ici étant absolument analogue à ce que nous 
avons dit au § 222. 



Sections circulaires. 



§ 257. — Nous allons chercher les plans qui coupent la surface du 
second degré donnée suivant des cercles. Nous supposerons que la 
surface ne soit pas de révolution, en sorte que le plan de l'infini ne la 
la coupe pas suivant une conique bitangente au cercle de l'infini. 

§ 258. — Remarquons en passant le théorème suivant, dont la 
démonstration est immédiate. 

Les sections d'une surface du second degré par des plans parallèles, 
sont des courbes homothétiques. 

En effet, des plans parallèles coupent le plan de l'infini suivant 
une même droite. Cette droite coupe la conique à l'infini de la sur- 
face en deux points, les courbes dont il est question passent toutes 
par ces deux points. Ayant deux points communs à l'infini, elles sont 
homothétiques. 

La question proposée est facile à résoudre ; pour que la section par 
un plan soit un cercle, il faut qu'elle passe par les deux j)oints où ce 
plan rencontre le cercle de l'infini ; or la surface a quatre points a^ «a 
«3 «4 sur le cercle de l'infini. Les sections cherchées sont donc situées 
dans les plans passant par l'une des six droites «i «21 «i «3» «1 ^a, 

Parmi ces six droites, deux seulement sont réelles, si «i et v^ sont 
imaginaires conjuguées, de même que «3 et «4, ces deux droites sont 
«i «a et «3 «A- 
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§ 259. — Il y a donc seulement deux directions de sections circu- 
laires réelles, ce sont celles passant par a^ «^ et celles passant par «3 a*. 
Il est facile de voir comment sont placés ces plans ; soit A le point où 
se coupent «i «^ et «3 «4. La direction A est celle d'une corde perpen- 
diculaire à un plan principal, puisque c'est l'un des points ABC du 
§ 250; ainsi les plans de sections circulaires sont perpendiculaires aux 
plans principaux ; les plans de sections circulaires réelles sont perpen- 
diculaires à un même plan principal. 

§ 260. — Il y a un cas où les plans de sections circulaires ne cou- 
pent pas réellement la surface suivant des cercles, c'est celui où la 
surface coupe le plan de l'inlini suivant les deux droits réelles «^ «j, 
et «3 «4. Dans ce cas, tout plan passant par une de ces droites, coupe 
la surface suivant une seconde droite, et non suivant un cercle. 

§ 261. -^ Théorème. — Deux cercles réels, non situés dans des plans 
parallèles (l'un passant par «^ «2 et l'autre par K3 k^) sont situés sur 
une même sphère. 

En effet, soit P et Q les plans de ces deux cercles ; ils se coupent 

■s 

suivant une droite D qui coupe elle-même la surface en deux points 
M et N. Faisons passer une sphère par le premier cercle et un point 
A du second, je dis que cette sphère contient le second cercle. En effet, 
le plan Q coupe la sphère suivant un cercle passant par A M et N, et 
ayant par conséquent trois points communs avec ce second cercle ; ces 
deux cercles ayant trois points comaluns, coïncident. 



( 



DIX-SEPTIÈME LEÇON 

ÉTUDE DES SURFACES RÉGLÉES DU 

DEUXIÈME ORDRE 

Théorème général sur les Surfaces réglées 

§ 262. — On nomme sur/ace 7^églée la surface engendrée par une 
droite qui se déplace d'après une loi déterminée. Cette droite se nomme 
génératrice. 

Considérons une génératrice D de la surface, et un point M sur D, 
Traçons sur la surface deux courbes. C et C^ passant par M, et soient 
M' et M" les deux points où elles sont coupées par une seconde généra- 
trice Di voisine de D. Quand D^ se rapprochera de D, M' et M" se rap- 
procheront de M, MM' et MM" deviendront les deux tangentes en M 
aux deux courbes C et C^ le plan M M' M" deviendra le plan de ces deux 
tangentes et puisque le plan MM'M" contient M' M" ou D^, le plan des 
deux tangentes contiendra la position limite de D^ c'est-à-dire D ; ainsi 
toutes les tangentes à la surface en M seront dans un môme plan con- 
tenant D. Ce théorème comporte des cas d'exception ; car la démons- 
tration suppose qu'une seule droite D^ vienne en D, et que par M il ne 
passe pas plusieurs génératrices. 

§ 263. — L'existence du plan tangent étant ainsi démontrée, on dis- 
tinguera deux classes de surfaces réglées : d'abord celles dans lesquelles 
le plan tangent reste le même en tous les points d'une génératrice. On 
leur a donné le nom de surfaces développables ; tels sont les cônes, les 
cylindres, etc. Laissant de côté ces surfaces, nous allons démontrer re- 
lativement aux autres, cette proposition. Le rapport anharmonique de 
quatre plans tangents en quatre points d'une même génératrice est égal 
à celui des quatre points de contact. 
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Soient a /3 y 5 les quatre plans tangents aux quatre pointîs ABCD 
d'une même génératrice L ; considérons sur la surface quatre courbes 
passant respectivement par ABCD, et coupées en A^B^G,D^ par une gé- 
nératrice L^ voisine de L, désignant par la notation LA, le plan qui 
passe par L et par A, on aura (§ 19 ou 129) 

L (A.B.C^D^) = A^B,G,D^ 

SiL^ vient se confondre à L, A^B^C^D^ viennent en ABCD et d'autre 
part les plans LA^ LB^ LC^ LD^ deviennent les plans tangents a ,5 7 5 ; 
on a donc 

(a [^ y §) =z (ABCD). Ce qu'il fallait démontrer. 



§ 264. — ».Ce théorème va nous permettre d'étudier très simplement 
la variation du plan tangent quand le point de contact parcourt und 
génératrice de la surface. 

A cet effet, prenons sur la droite une origine, que je supposerai 
d'abord arbitraire, et un plan, arbitraire passant par la génératrice. 
J'appellerai OX la droite, XOY le plan arbitraire, OY dans ce plan 
sera perpendiculaire à OX, et OZ sera perpendiculaire au plan XOY. 
Prenons sur OY un segment w = 1, puis par le point w menons 
une parallèle à OZ, soit w? cette parallèle, si un plan P passant par 
OX, fait avec le plan XOY l'angle 0, il coupera w; en un point u tel 
que uo) =ztgO, 

Soit M un point d'abcisse x pris sur OX, u le point où le plan tan- 
gent en M coupe w H, l'angle que fait ce plan avec XOY. D'après ce 
qui précède M et y. formeront deux divisions bomographiqucs ; on 
aura donc entre x et UfO une relation de la forme 

Ax tgO + Bx + C t()0 + D =1 

pour X infini ff; a une certaine valeur, choisissons le plan XOY 
de façon que pour x infini soit droit, ou t(j infini, on aura 
alors A = 0. De plus, choisissons pour origine le point qui corres- 
pond à la valeur pour tgO, la relation précédente se réduit alors à 
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OU en posant n^^ P 



Bx + G tgO z=zO 
X = p tg Q 



On voit que x variant de — oc à + oo varie de — 1 droit à + 
1 droit le plan tangent fait un tour complet, en tournant toujours 
dans le même sens, quand le point de contact décrit la génératrice. 

La constante p se nomme le paramètre de distribution. Le point que 
nous avons pris comme origine se nomme le point central, le plan lan- 
gent en ce point est le plan central. Pour chaque génératrice de la 
surlace réglée, il y a un paramètre de distribution, un point et un 
plan centraux. 

§265. -- Avant d'étudier les surfaces du deuxième ordre engen- 
drées par des droites, nous démontrerons encore la proposition sui- 
vante, cas particulier d'autres plus générales qui feront lobjet de 
leçons ultérieures. 

Si un quadrilatère gauche, dont les côtés successifs sont AB, BC, 
CD, DA est coupé par un plan P qui coupe AB en «, BC en ^5, CD en y, 
DA en 'î, on a (en grandeur et signe) la relation 

«B pG yD oA 

Projetons toute la figure sur une droite quelconque parallèlement 
au plan P, A, BCD se projetteront en quatre points abcd, les points 
«.'S 7 5 se projetteront tous au même point H où le plan P rencontre l'axe 
de projection ; et l'on aura (en grandeur et signe), d'après un théorème 
dont nous avons fait souvent usage : 

Aa _ oH B;5 __ 6H . Cy _ cil . D^ _ rfH 
^,3 — Hô ' 5C "" H^ ' yD "~ Hd ' 5a Ha 

d'où, en multipliant membre à membre, et remarquant que dans le 
second membre, à chaque facteur du numérateur correspond au déno- 
minateur le facteur égal et de signe contraire : 
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«B /sG yD d\ 
Ce qu'il fallait démontrer. 



§ 266. — Réciproquement^ si entre quatre points «i'Sy! situés respec- 
tivement sur les côtés AB, BG, CD, DA d'un quadrilatère gauche, on 
a la relation précédeiite, ces quatre points sont dans un même plan. 
En effet, considérons le plan P qui passe par les trois points «jSy, 
ce plan rencontre la droite DA en un point 5', et les quatre points «jSy^' 
étant ainsi dans un même plan, on a, d'après le théorème précédent: 

«B pC yD 5'A 
d'où en Comparant cette égalité a l'égalité 0) qui a lieu par hypothèse : 

ds; _ D^ 

â'A "" u 

d'où l'on conclut que 5 et ^' coïncident, car il n'y a qu'un point qui 
divise le segment DA dans un rapport donné en grandeur et signe. Le 
point 5 coïncidant avec 5' est donc bien dansle plan oi^y {ce qu'il fallait 
démontrer). 



Surfaces réglées du deuxième ordre 

§ 267. — 1" Si une surface du deuxième ordre contient une droite 
réelle, elle en contient une infinité; par chaque point de la surface il 
en passe deux. 

En«ffet, soit D une droite réelle sur la surface, P un point quelconque 
de cette surface, le plan DP doit couper la surface suivant une conique, 
mais cette conique doit se composer de la droite D, et d'une autre 
droite, cette autre droite doit passer par P, qui est un point d'inter- 
section de la surface et du plan. Soit A cette autre droite, située dans 
un môme plan avec D. 



V 
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Considérons maintenant un point quelconque M de la surface. Ce 
point n'est pas dans le plan DA, car ce dernier plan ne peut couper la 
surface en aucun point en dehors des droites D, A dont l'ensemble 
constitue une conique, les plans DM et AM coupent alors, d'après le 
raisonnement précédent la surface suivant une droite passant par M. 
pour chacun d'eux. Cela fait deux droites passant par M. Ces deux 
droites ne peuvent coïncider que si elles passent par le point de rencontre 
de D et A. Mais dans ce dernier cas il passerait par ce point trois 
droites de la surface non situées dans un même plan. Nous avons vu 
(§ 234), qu'une telle surface serait un cône ayant ce point pour sommet. 
En écartant ce cas, on voit que par tout point M de la surface, il passe 
deux droites distinctes, l'une rencontrant D, l'autre A. Nous appelle- 
rons les premières (droites du premier système) les autres (droites 
du deuxième système). 

§ 268. — 2" Deux droites de même système ne sont jamais dans un 
même plan. 

En effet, si deux droites de même svstème étaient dans un même 
plan, ce plan contiendrait D qui est rencontré par ces deux droites ; 
il couperait donc la surface du deuxième ordre suivant trois droites, 
ce qui est impossible. 

§269. — 3" Deux droites de système diffèrent sot^t toujours dans un 
même plan. 

En eflét, considérons une droite K du premier système et une 
droite K' du second, rencontrant A en A. Le plan KA doit couper 
la surface suivant une seconde droite passant par A, cette droite ne 
saurait être A, car le plan KA contiendrait la droite D, et par suite 
couperait la surface du second ordre suivant trois droites ; puisque 
cette droite n'est pas A, c'est nécessairement K', donc K et K' sont dans 
un même plan (ce qu'il fallait démontrer). 

§ 270. — 4® Les deux points M et W où une droite variable du 
premier système rencontre deux droites D et D' du second système, for- 
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ment sur ces deux droites, deux divisions homographiques, les plans DM' 
et D'M qui se coupent suivant MM' forment deux faisceaux homographi- 
ques de plans. 

Coupons la surface par un plan quelconque qui coupe D en A. D' 
en B, MM' en P; le plan considéré coupe par hypothèse, la surface 
suivant une conique. P est un point quelconque de cette conique. AP 
BP forment donc deux faisceaux homographiques, donc il en est ainsi 
des plans DAP, D'BP, ou DM' et D'M ; ces plans déterminent alors sur 
D'et D les points M' et M, correspondants de deux divisions homogra- 
pliiques. 

9 

9 

§ 271. — 5" Réciproquement, la droite d'intersection de deux fais- 
ceaux homographiques de plans, ou la droite joignant deux points cor- 
respondants de deux divisions homographiques sur deux droite: non 
situées dans un même plan, est une surface du second ordre.*Soient D 
et D' deux droites, supposons qu'un plan passant par D coupe D' en 
M', et qu'un plan passant par D' coupe D en M. Si les plans DM' et 
D'M forment deux faisceaux homographiques, il est clair que les points 
M et M' formeront sur D et D' deux divisions homographiques et in- 
versement. Les deux modes de génération cités dans l'énoncé s'équi- 
valent donc, 3i maintenant on coupe la figure par un plan qui coupe 
D en A, D' en B, MM' en P, le fait que les plans DM' D'M forment deux 
faisceaux homographiques, entraine que leurs sections AP BP par le 
plan forment aussi deux faisceaux homographiques. Donc la section 
de la surface par le plan considéré est une conique qui passe par A 
et B. La proposition est donc démontrée. 

§ 272. — 6° La surface engendrée par une droite qui rencontre trois 
droites fixes non situées dans un même plan, est une surface du deu- 
xième ordre. 

Soient en effet D D' D" les trois droites fixes. M, MjM^ M, quatre 
points sur D"le plan DM^ et le planD'M^ se coupent évidemmment sui- 
vant une droite rencontrant D D' et D". Or on a : 
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D (M, M, M, MJ = (M, M, M^ MJ 
D' (M, M, Mj MO = (M, M, M, MO 
d'où D (M, M, M3 MO = D' (M, Ms M3 MO- 

d'où il résulte que DM et D'M forment deux faisceaux homographiques 
de plans. Leur intersection engendre donc, d'après le théorème précé- 
dent, une surface du second ordre. 



§ 273. — Surfaces du second ordre passant par un même quadri- 
latère gauche. — Considérons une surface du second ordre engendrée 
par une droite «7 rencontrant les deux côtés AB et CD d'un quadri- 
latère gauche ABGD en « et 7 respectivement. Supposons que BG et 
DA soient deux positions particulières de cette droite, en sorte que le 
quadrilatère gauche considéré soit situé sur la surface, a et 7 forment 
deux divisions homographiques dont A et D, B et G sont des points 
correspondants. Si a et 7' sont deux autres points correspondants, on 
aura : 

(ABaa') = (DG77') 

A« . A«' Dy Dy' Au Gv A«' ^^ Cy' 

«B ' «'B 7 G • 7'G ' «B 7D "" «'B 7'D 

ou encore en remarquant que le second membre' est indépendant de 
« et 7 . 

Aa Gv 
^ aB 7D 

k désignant une constante. 

Soit j6 5 une génératrice du second système qui coupe B G en-, AD en 
^ et c7 en M. Les deux génératrices étant dans un même plan on 
aura : 

Aa B^ G7 E)^_ 
^^ «B^.5G><7D>^5A-' ^ 

et en ayant égard à la relation C) ci -dessus : 

11 
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BS DB 1 



Les droites a^ satisfaisant à la relation C) sont les génératrices du 
premier système. Les droites ,55 satisfaisant à la relation (') sont celles 
du second système. 



§ 274. — Théorème. — Si trois génératrices d'un même système 
sont parallèles à un même plan, toutes les génératrices de ce système 
sont parallèles à ce plan, et toutes celles de l'autre système sont pa- 
rallèles à un autre plan. 

Reprenons la figure précédente : Les portions de droites comprises 
entre plans parallèles étant proportionnelles, si AD, ay et BC sont pa- 
rallèles à un même plan, on aura : 

A ry l) V 

— ,v = — 7, (En grandeur et signe) 

a li y L 

ou —77 X — T^ =■ 1 



a 



B '^^ y D 



Mais quand «y engendre la surface, nous avons vu que le premier 
membre restait constant. Si-donc il est égalai pour une seule position 
de oy, il est égal à 1 pour toutes, et alors toutes les génératrices av 
sont parallèles à un même plan, ce qui démontre la première partie 
du théorème. 

La constante k étant ici égale à 1 , on a : 

ce qui prouve encore que AB, 55 et DG sont parallèles à un même plan 
et démontre la deuxième partie du théorème. 

Ces surfaces particulières dont toutes les génératrices sont parallè- 
les à deux plans fixes se nomment des paraboloïdes. On voit facilement 
que la relation 
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détinit deux divisions homographiques semblables, si «est à l'infini, 
y est à l'infini. II résulte de là que ces surfaces (et elles seules) sont 
tangentes au plan de l'infini. 

Par un quadrilatère gauche il passe une infinité de surfaces du se- 
cond ordre (une pour chaque valeur de A) ; il n'y a, parmi elles, qu'un 
seul paraboloïde correspondant à la valeur A' = 1. 



§ 275. — Interskction d'unk droite et d'une surface réglée du 
SECOND ORDRE. — Consiâérous une droite A, et une surface réglég 
engendrée par une droite rencontrant trois droites fixes D D'D". Je 
me propose de chercher les points où la droite A rencontre la surface. 
Un de ces points est un point M tel qu'une droite passant par ce point 
rencontre D D' D" ; le problème revient donc à trouver une droite 
rencontrant les quatre droites données AD D' D". Considérons les 
deux surfaces définies par les trois droites A D D' et par les trois droi- 
tes A D D". Soit A un point de D, par ce point passe une génératrice 
de la surface A D D', coupant A en m, et D' en a' ; par A passe aussi 
une génératrice Je A D D" coupant A en m' et D" en a". D'après ce 
qu'on a vu ci-dessus (§ 270) m et A forment deux divisions homogra- 
phiques, de même que m' et A. Donc m et m' forment deux divisions 
homographiques : Pour que m soit un des points cherchés, il faut que 
?n A et m'A coïncident, c'est-à-dire que m soit un des points doubles 
des deux divisions. Par conséquent, après avoir au préalable construit 
trois couples de points correspondants, on sera ramené à construire 
les points doubles d'après la méthode du §88. 



§ 276. — 11 résulte de cette construction, le théorème suivant que 
nous retrouverons plus loin : Deux surfaces du second ordre ayant en 
commun deux droites ne se rencontrant pas ont en commtm deux autres 
droites rencontrant les deux nremières et formant par suite arec elles 
un quadrilatère gauche. 
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En effet, nous avons eu dans le problème précédent, les deux surfaces 
A DD', A D D", ayant en commun A et D, et nous avons construit 
deux droites rencontrant A, D, D' D" et situées sur les deux surfaces. 
Ces droites pourraient d'ailleurs être imaginaires ou confondues ; 
l'une d'elles pourrait être à l'infini. 



DIX-HUITIÈME LEÇON 



Sur les polaires réciproques 



§ 277. ~ Nous avons* défini aux § 44 et suivants, les figures polaires 
réciproques par rapport à une sphère. On peut aussi prendre des 
figures polaires réciproques par rapport à une surface du second 
degré. L'étude de ce mode de correspondance fera l'objet de cette 
courte leçon. 

Considérons une surface du second ordre R, que nous nommerons 
surface de référence. A chaque point M d'une figure F nous ferons 
correspondre son plan polaire y par rapporta la surface R. Nous dirons 
que UL est le plan corrélatif de M. Les plans corrélatifs des différents 
points de la figure F forment une figure F', qu'on nommera figure cor- 
rélative de F. 



§ 278 THÉoiii<:Mi:. — La figure corrélative de l'ensemble des points 
d'un plan P est l'ensemble des plans passant par le pôle w du plan P. 

En .effet, si M est un point du plan P polaire de w par rapport à H, le 
plan polaire de <» passant par M, le plan polaire,^ de M passera par w 

(§237). 



§ 279. — Théorème. — La figure corrélative de l'ensemble des 
points d'une droite D est l'ensemble des plans passant par la conju- 
guée A de D par rapport à R. 

On sait en effet que les plans polaires des différents points de D pas- 
sent 'tous par A (§ 233). 
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§ 280. — Théorème. — Si le lieu des pôles des plans tangents à 
une surface S est une surlace v, le lieu des pôlesi des plans tangents à 
1 est la surface S. Les deux surfaces S et Z sont dites polaires récipro- 
ques; les plans tangents à Tune d'elles forment la figure corrélative des 
points de l'autre. 

Soient en elïct abc trois points do S, et ABC les plans tangents en 
ces trois points se coupant en M ; «^y les pôles de ABC situés sur 2 ; 
de ce que les plans ABC polaires de «,3 y passent par M, il résulte que 
le plan polaire de M passe par «.^y, c'est donc le plan de ces trois 
points. 

SI b et c se rapprochent de A en suivant deux lignes sur S n'ayant 
pas môme tangente en A, M aura pour position limite le point A, le 
plan polaire de M aura pour position limite le plan polaire de A, ■'B et y 
se rapprocheront de « (en suivant deux lignes non tengentes en «), et 
le plan limite de y.fny sera le plan tangent en «• Ce plan tangent est 
donc bien le plan polaire de M, ce qui démontre la proposition. 

On peut ajouter que si une droite D touche S, sa conjuguée A par 
rapporta R touche Z. Car si I) est la limite d'une droite a b coupant 
S en a et 6, quand b vient se confondre avec rt, A sera la limite de 
l'intersection des plans polaires de a et de b, quand le second de ces 
plans se confond avec le premier. 



§ 281. — Il convient d'examiner quelle est la ligure corrélative 
d'une courbe C, intersection de deux surface S et S'. Les corrélatifs des 
points de C sont évidemment des plans tangents à la fois aux deux 
surfaces 2: et l' polaires réciproques de S et de S'. 

A une droite D tangente à C correspond sa conjuguée A qui. lorsque 
D se déplace, engendre une surface réglée r ; D est la limite d'une corde 
a b de G quand b vient se confondre avec A, A est la limite de l'inter- 
section des deux plans polaires de a et de b, c'est-à-dire de deux plans 
tangents communs « et ,S à i: et 1\ quand ^ vient se confondre avec «, 
c'est donc l'enveloppe de ces plans. 

A un plan passant par D correspond un point sur A, c'est un point de 
contact de celui des plans tangents à r qui correspond au point où D 
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touche C. Quand le plan tourne autour de D, le point correspondant 
décrit A, ce qui prouve que tout le long de A, le plan tangent à r est le 
même. 

La surface r est dite la développable circonscrite aux deux surfaces 
2 et 1\ C'est la polaire réciproque de C/ 

§ 282. — Si la courbe C est plane et située dans un plan P, les 
plans polaires de tous ses points passent par un point fixe le pôle w 
du plan P. La surface F est alors un cùne de sommet w. 

§ 283. — Théorème. — La figure polaire réciproque d'une conique 
est un cône du second ordre. 

Coupons la figure par le plan P de la conique C, la surface R sera 
coupée par une conique o, et les plans polaires des points de P donne- 
ront, par leur intersection avec P les polaires par rapport àp, or, dans 
le plan P, la polaire réciproque de C par rapport à p est une conique 7, 
donc la polaire réciproque de C par rapport à R est le cône ayant 
pour sommet le pôle de P et pour base 7, ce qui démontre la propo- 
sition. 



§ 284. — Théorème. — La polaire réciproque d'une surface S du 
second ordre est une surface 2 du second ordre. 

Je vais prouver que 2: est coupée par un plan quelconque w suivant 
une conique. Soit P le pôle du plan w; conaidérons le cône de sommet 
P circonscrit à 2. 11 est du second ordre, ayant pour base l'intersection 
de S et du plan polaire de P par rapport à S. Les plans tangents à S 
qui passent par P sont les plans tangents à ce cône, donc les points 
communs à 2 et au plan w sont sur la conique polaire réciproque de te 
cône, ce qui démontre la proposition. 



§ 285. — Théorème. — Si S et 1 sont deux surfaces du second 
ordre polaires réciproques l'une de l'autre, à un point P et son plan 
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polaire A par rapport à S, correspondent dans la ligure corrélative un 
plan w et son pôle « par rapport à ^, 

• Soit en effet Q un point du plan A ; M et M' les deux points où QA 
coupe la surface. Les plans tangents en M et M' se coupent suivant une 
droite D et le faisceau D (PQ MM') est harmonique. 

Prenons la (igure corrélative, soit A la droite qui correspond à D, au 
plan D,Q qui n'est autre que le plan A, correspond le point a (jui se 
trouve sur A ; au plan DP correspond un point f!» qui se trouve dans le 
plan w correspondant à P, aux plans DM, DM', passant par D et tou- 
chant S, correspondent deux points y. et u! situés sur A et sur 2:, or on 
a D (PQMM') = («o7.y/) car le rapport anharnionique d'un faiscrau 
de quatre plans est égal à celui de leurs quatre pôles et comme 
D (PQ MM') = — 1, on a («,3y.;/) = — 1, donc ^3 est dans le plan po- 
laire de « par rapport à 2. Mais le lieu de 'i> est le. plan w; le plan ^) est 
donc ce plan polaire. Ce qui démontre la proposition. 

§ 286. — Classe d'une surface. — Nous verrons plus loin qu'on 
appelle ordre d'une surface le nombre de points réels ou imaginaires 
où elle est coupée par une droite quelconque, La classe d'une surface 
est le nombre de plans tangents qu'on peut lui mener par une droite 
quelconque. 

Théorème. — Si deux surfaces S et 2 sont polaires réciproques, 
l'ordre de l'une est égal à la classe de l'autre. 

En effet, si une droite D coupe S en m points, les m plans qui leur 
correspondent passeront par la droite A qui correspond à D et touche- 
ront I. On pourra donc mener par A m plans tangents à 2:. 



DIX-NEUVIÈME LEÇON 



THÉORIE DES TRANSVERSALES. — APPLICATIONS 



55 287. — Nous avons vu, dans une leçon précédente, ce qu'on de- 
vait entendre par courbe ou surface d'ordre m ou de degré m. Je vais^ 
démontrer qu'une droite quelconque coupe toujours une telle courbe 
ou surface en m points réels ou imaginaires. 

Nous admettrons, pour cela, la proposition suivante appelée f/iéorn/i^ 
de d'Alembcrt. Une équation algébrique entière de degré m (à une in- 
connue) possède m racines réelles ou imaginaires. 

§ 288. — Celte proposition doit être complétée par la suivante qui 
se démontre à l'aide des propriétés relatives à la division des poly- 
nômes. Si abc, l sont les racines d'une équation algébrique F (x) = o, 
Le polynôme F (x) est identique à un facteur constant près, au produit 
des m binômes x — a, x — b, x — c... x — l. 

Plusieurs des binômes peuvent être égauxenire eux. Alors la racine 
correspendante doit compter pour plusieurs racines. 



§ 289. — Les formules C') du § 108 donnent les coordonnées d'un 
point d'une droite AB. On peut dire que les coordonnées homogènes de 
ce point sont : 

En substituant ces valeurs dans l'équation de la surface (ou de la 
courbe) d'ordre m, préalablement mise sous forme homogène, comme 
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au § 131, on trouve une équation donnant les valeurs de /, pour les- 
quelles le point considéré est sur la surface (ou la courbe). Cette équa- 
tion est de degré m, eîle a ?m racines à chacune desquelles correspond 
un point ; il y a donc bien m points où la droite AB rencontre la sur- 
face ou la courbe. Si quelques-uns de ces points sont confondus, on dit 
que la droite touche la surface (ou la courbe). 

D'après la remarque faite ci-dessus, on peut écrire, K étant un fac- 
teur constant : 

/*(;r) =: K (.r — a) (x — h) (x — c)... {x — l) 

En effectuant le produit qui est dans le second membre, on voit que 
K est le coefficient delà plus haute puissance de x, tandis que le terme 
indépendant de x est égal à K multiplié parle produit des racines tou- 
tes changées de signe. 

§ 290. — Soit F(.r, y, z, t) = o l'équation homogène d'une surface 
d'ordre m (ou d'une courbe, en supprimant la variables). D'après ce 
qui précède, pour obtenir les valeurs du rapport AM : MB = a cor- 
respondant à un point M où la droite AB rencontre la surface (ou la 

courbe), il suffit de remplacer x y z t par Xq -f ^•ï*i Ï/o + ^- l/i ^^ "f" ^^^^ 
1 + ). ce qui fournit l'équation : 

C) FCro+/;r,, yo+ hj,, z, +1^,. \ +'>) — o 

Le terme indépendant de À dans cette équation s'obtient en faisant >. 
=: c'est F(Xo, I/o, Zq, 1) ou pour abréger Fo ; il serait nul si le point A 

était sur la surface. Nous supposons qu'il n'en est pas ainsi. 

1 

Si dans l'équation on changeait), en -:- on obtiendrait le même ré- 

sultat qu'en échangeant les coordonnées de A avec celles de B, car le 

1 

rapport AM : MB étant >, le rapport BM : MA est ^- 

A • 

Le terme de degré le plus élevé dans l'équation primitive, devenant 
celui de degré le moins élevé dans l'équation transformée, est ¥{x^, 
?/^, 5,, 1) ou pour abréger F^ . 
Si F, était nul > deviendrait infini puisque BM : MA serait nul. Ceci 
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montre que si le terme degré le plus élevé dans une équation devient 
accidentellement nul, on doit envisager l'équation comme ayant une 
racine infinie. 

§291. — Désignons par p^ pj... pm les m racines de l'équation C) 
changées désigne, c'est-à-dire les m valeurs du rapport AM : BM, cor- 
respondant au cas où M est sur la surface (ou la courbe). Enfin dési- 
gnons par P le produit do toutes ces quantités. D'apràs le § 289 on 
aura : F^P = Fq. 

§ 292. — Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer et de dé- 
montrer le théorème des transversales ou théorème de Carnot, dont 
un cas particulier a déjà été démontré au §271. 

Les valeurs p, ]\... pn du paragraphe précédent seront appelées, pour 
abréger^ valeurs correspondantes au segment AB. 

Gela posé, considérons un polygone (plan dans le cas d'une courbe) 
et soient A BGD... ses sommets. Le théorème dé Carnot consiste en 
ceci que le produit des valeurs correspondantes aux différents côtés 
AB, BC, CD, etc,. est égal à + 1 . 

En efTet, considérons par exemple un quadrilatère, appelons Fq F 
Fj Fj les résultats obtenus en substituant dans le polynôme F les 
coordonnées de ses quatre sommets. Appelons P le produit des rap- 
ports qui correspondent à AB, Q, R et S ceux des rapports qui corres- 
pondent respectivement à BC, CD et DA, on aura .* 

P X F, = Fo Q X F, = F, R X F;, =: F, SX F, = F3 

En multipliant ces égalités membre à membre, et supprimant les 
facteurs communs, on a : 

PXQXRXS = 1. 

ce qu'il fallait démontrer. 

§293. — ÀppUcatlotiii. — Nous avons vu au § 275, le cas où la 
surface S est un plan; dans ce cas le théorème admet une réciproque. 
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que nous avons démontrée. Il en est de même dans le cas d'un trian- 
gle coupé par une droite. Dans ce cas simple où il n'y a qu'un point 
sur chaque côté, le théorème est souvent appelé théorème de Mené- 
laiis, 

§ 294. — Cas d'une conique et d'un triangle, — Soit un triangle 
ABC, et une courbe du second ordre coupant BG en «^ et «j, CAen 
C-i^ et p2^ AB en y^ et 72- ^ sera ici le produit des deux rapports Ba, : 
C «1 et B «2 • ^«2- Q sera le produit des deux rapports Gp^: Ap^ et 
G (62 : A^Sj. Enfin R sera le produit de Ay^ : By^ par ky^ : Byj. On aura 
donc en écrivant que le produit des numérateurs égale celui des 
numérateurs : 

(«) B«, X 6^2 X Gp, X G52 X Ay,X Ays = D«, X G«2 X Ap, X 

^?, X By,XBy2 

Si six points sont tels que l'on ait cette égalité, ils sont sur une co- 
nique, 

Par cinq de ces points, on peut faire passer une conique; cette coni- 
nique coupera de nouveau le troisième côté en y\ par exemple, d'après 
le théorème de Garnot l'égalité C) est vraie quand on remplace y, 
par y,. En divisant membre à membre l'égalité (*) telle qu'elle est 
écrite par celle obtenue en remplaçant y^ par y\ on trouve que le 
rapport de Ayg à By, est égal à celui de Ay'2 à By'a, ce qui prouve 
(§ 6) que ya et y^ coïncident (r,". qiiil faftaitdihno.-itrer). 

11 résulte aussi de là qu'une courbe du second ordre est déterminée 
par cinq points, car les points c/.i «3 5^ ^g et y^ étant donnés, en me- 
nant par yi une droite AB qui coupe . 5^ ^^ en A «^ «^ en B, l'égalité (') 
détermine ya- 

Gomme par ces cinq points on peut aussi faire passer une conique 
qui coïncidera alors avec la courbe du second ordre, on en conclut 
que toute conique est une courbe d}i second ordre. 

ÏHKORi:MF: DK Desargues.— Gonsidérons toutes les coniques passant 
par «^ c^2 5^ jSj, soient y^ ya ^^s deux points variables où elles coupent 
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la droite lixe AB. Les seuls facteurs variables clans (-) seront ceux 
qui contiennent, y^ et '/i. On en conclut que le quotient de Ay^ X Ay^ 
par By^ X Byg est constant. Or on a vu (§ 92) que c'est là une rela- 
tion d'involution. On retrouve ainsi le théorème de Desaniues. 



§ 295. — Cas des courbes du troisième ordre ou cubiques. —• Consi- 
dérons un triangle coupé par une courbe du troisième ordre. Ici il y 
aura trois points sur chaque côté, a, «a «3 sur BC, p^ p^ p.;^ sur 
CA, y^ yî y3 sur AB. On aura donc l'égalité : 

(') B«, X Ba, X Bs<3 X Q^S X C% X es X Ay, X Ay, X Ay, == 

G«, X C«, X O'^^ X K•^^ X BS, X kS X By, X By^ X By3 

Théorème. — Si six des neuf points considérés sont sur une conique, 
les trois autres sont en liqne droite, et réciproquement. 

En effet, si les six premiers points sont sur une conique, on a l'égalité 
C*) divisant membre à membre l'égalité (^) et l'égalité (') on trouve : 

(*) B«3 X Q63 X Ay3 = ^«3 X Ap3 X By3 

L'égalité (*) exprime que les trois derniers points sont en ligne 
droite. 

Réciproquement, les trois derniers points étant en ligne droite, 
on a l'égalité (*). Divisant (^) par (0 membre à membre on a l'égalité 
C). Les six premiers points sont donc bien sur une conïqufe. 



§ 296. — ThéohÈxME de Pascal. — Le théorème de Pascal est une 
conséquence de ce qui précède. Observons d'abord que trois droites 
ayant pour équations P = Q^nO R = constituent une cubique 
ayant pour équation PQR= 0. 

Considérons l'hexagone ayant pour sommets «1 «a i^\ S Vi 7« se 
suivanl dans Torde indiqué. Numérotons les côtés dans le même ordre. 

Soient ABC les sommets du triangle formé par les côtés de rang 



174 LEÇONS SUR LES MÉTHODES DE L\ GÉOMÉTRIE MODEHNE 

impair. Les côtés de rang pair constitueront une cubique coupant les 
côtés du triangle ABC d'abord aux six sommets de l'hexagone, puis en 
six autres points, qui sont les points de rencontre des côtés opposés» «3, 

^3 73- 

D'après le théorème précédent, si les six sommets de l'hexagone sont 
sur une conique, ces trois derniers points sont en ligne droite et réci- 
proquement. On a ainsi le théorème de Pascal et sa réciproque 

§297. — Autre théorème relatif aiix cubiqaes. — Considérons une 
droite coupant une cubique en trois points 12 3. Une seconde droite 
coupant cette courbe en 4 5 6. La droite 1, 4 coupe la courbe en un 
point 7, la droite 2, 5 la coupe en un point 8, et la droite 3, 6 en un 
point 9. Je dis que les points 7, 8, *.) sont en ligne droite. 

Appliquons en effet le théorème du § 295 au triangle forme par les 
trois droites 1, 4, 7; 2, 5, 8; 3, 6, 9. Les points I, 4, 2, 5, 3, 6 étant 
sur une conique formée de deux droites (1, 2, 3) et (4, 5, 6) les trois 
autres points 7, 8, 9 sont en ligne droite. 

« 

§ 298. — Cas particulier. — Si 1 et 4 coïncident, ainsi que 2 et 5, 
auquel cas 3 et 6 coïncident aussi, les droites 1, 4 ; 2, 5 ; 3, 6 sont des 
tangentes à la cubique. On a alors cette proposition : 

Si trois points d'une cubique sont en ligne droite, les tangentes en ces 
points renCrOntrent de nouveau la courbe en troi>' points situés en ligne 
droite. Cette seconde droite est souvent appelée droite satellite de la 
première. . 

§ 399. — Si 1, ^i, 7 coïncident, c'est que la droite 1, 4, 7 coupe la 
oourbe en trois points conxondus en un seul ; un tel point se nomme 
un point d'inflexion. Si 1, 4, 7 sont confondus ainsi que 2, 5, 8 on voit 
que 3, 6, 9 le sont aussi. Dv)nc : La droite joignant deux points d'in- 
flejeion d'une cubique pisse pir un troisième point d'inflexion.. 



VINGTIÈME LEÇON 



PRINCIPE DE CORRESPONDANCE, — THEORIE 

DES GUBIQUES PLANES 



§ 300. — Le principe de correspomiance de Chasles consiste dans la 
proposition suivante : 

Si entre deux systèmes de points sur une droite existe une 
correspondance telle qu'à un point de la droite considéré comme 
faisant partie du premier système correspondant m points du se- 
cond système, et qu'à un point de la droite considéré comme appar- 
tenant au second système correspondent/) points du premier système, 
il y a sur la droite m + p points qui coïncident avec leurs correspon- 
dants. 

Soient, en effet, A et B deux points de la droite, tels que ni l'un ni 
l'autre ne coïncident avec un de leurs correspondants. Soit M un point 
quelconque de la droite; au lieu de le définir par son abcisse, définis- 
sons-le par la valeur / du rapport AM : MB. 

Entre les rapports /, a de deux points correspondants M, P il y a 
d'après l'hypothèse une relation de degré m par rapport à a, et de 
degré p par rapport à /, puisqu'à une valeur de > il correspond m 
valeurs pour a, et à une valeur de jot, p valeurs pour /. 

Cette relation ne manque pas de terme constant, car s'il en était ainsi 
pour X =1: 0, ou aurait [i = 0, et le point A coïnciderait avec un de ses 
correspondants, Si nous avions BM: iMA = '/, BP; PA =: u! nous 
aurions 
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t!=z-^et\'=z 



y- 



176 LEÇONS SUR LES METHODES DE LA GÉOMETUIE MODERNE 

Dans la nouvelle relation en /' et pi', il doit y avoir un ternie 
constant, sans quoi B coïnciderait avec un de ses correspondants ; 
mais le ternie constant de la nouvelle relation provient du terme 
en /"^ i^P dans l'ancienne. L'ancienne relation doit donc conte- 
nir un terme de cette espèce. Pour trouver les points qui coïncident 
avec leurs correspondants, il faut faire / =: u ce qui donne une équa- 
tion contenant comme ternie de degré le plus élevé un terme en /"^"^p. 
// y a donc m + P racines, c'est-à-dire m -{-{^points coïncidant avec leurs 
homolo(]ues. 

Le théorème s'applique encore, si au lieu de points sur une droite, on 
considère des droites (dans un plan) passant par un point fixe (ou des 
plans passant par une droite lixe). Il suffît pour ramener ce cas au pré- 
cédent, de couper par une droite ne passant pas par le point fixe (ou 
par la droite lixe). 

§ 301. — Voici une application de ce théorème : c'est la démonstra- 
tion donnée par Chastes du théorèaie dit de Bezoïit, relatif aux courbes 
planes. 

Deux courbes, Vune d'ordre m, Vautre d'ordte p se coupent en mp 
points. 

Prenons deux points A et B qui ne sont situés ni sur l'une, ni 
sur l'autre des deux courbes, par A menons une droite D qui coupe la 
première courbe en m points, joignons chacun de ces m points au point 
B, cela fait m droites; une de ces àroites coupe la première courbe en p 
points; on a donc en tout mp points; en les joignant à A, on obtient 
mp droites A. On voit donc qu'à une droite D correspondent mp 
droites A. Réciproquement, à chaque droite A ' correspondent mp 
droites D, comme on le voit, en commençant le raisonnement par la 
seconde courbe. Donc il y a ^np droites D qui coïncident avec une de 
leurs correspondantes. 

Or, une droite D peut coïncider avec A de deux façons, soit parce 
que Det A passent par un point commun aux deux courbes, soit parce 
que D passe par B ; mais si D passe i)ar B, les mp droites A coïncident 
avec D, et cela fournit mp solutions pour l'équation donnant les 
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droites coïncidant avec leurs homologues ; il n'en reste donc que 
mp provenant des points communs aux deux courbes. {U faut 
avoir soin que AB ne passe par un de ces points sans quoi la dé- 
monstration ne serait pas nette). Le théorème est ainsi démontré, et 
l'on voit que les abcisses (par exemple) de ces points, sont donnés par 
une équation de degré mp. 

§ 302, — Voici une proposition sans rapport avec ce qui précède, 
mais qui nous sera utile dans la suite. Une .équation du. second degré 
à deux variables peut s'écrire : 

C) A.r' + 2 Bxy + Of + tDx + 2 Ey + F = 

On peut supposer que C n'est pas nul, car si G était nul, l'équation 
n'étant que du premier degré en y, une parallèle à OY ne couperait la 
courbe qu'en un point à distance finie; OY serait parallèle à une 
asymptote ; on peut, par un choix convenable des axes, faire en sorte 
qu'il n'en soit pas ainsi. 

Si l'on résout cette équation du second degré en y, on trouve pour 
la quantité sous le radical le polynôme. 

C) (B^ - AC) x^ + 2(BE - CD) .r + E» ~ CF 

On voit bien que pour que l'équation du deuxième degré proposée 
représente deux droites, il faut que la quantité ci-dessus soit un carré 
parfait afin qu'en extrayant la racine, on trouve pour y deux expres- 
sions du premier degré en x. 

En écrivant que le polynôme ci-dessus est un carré parfait, et divi- 
sant par C qui, par hypothèse n'est pas nul, on trouve la relation : 

n ^ AE* + 2 BDE- CD' + F(B*— AG)=:0 

Ce qu'il faut retenir, c'est que cette relation est du troisième degré par 
rapport aux coefficients. 



12 
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Théorie des Cubiques planes 



§ 303. — Considérons une équaMon du troisième degré homogène 
en X y f, son premier membre est une somme de termes de la forme 
Ax^yi^ t '''' «5y étant trois entiers (pouvant être nuls) et dont la 
somme est égale à ('). D'après le § 290, pour chercher l'intersection 
d'une droite AB avec la courbe, il faut remplacer xy t par Xq + '>'X^ 
2/o+ ^?yi 1 4" ^- ^^ obtiendra ainsi une équation en X que nous n'avons 
pas besoin de former. 11 suffît de remarquer qu'en gardant les nota- 
tions du § 290, l'équation peut s'écrire. 

/; c'est f (X, Vo), U c'est f (x, y,) (§ 290) 

On voit sans peine que q^ est du premier degré en .x, i/i et du second 
en Xq i/o, comme l'équation ne change pas quand on remplace À par son 
inverse en échangeant en même temps les coordonnées des points A 
et B, on voit que q^ se déduit de r/o en remplaçant iCo ^o P^i* ^i l/i ^t 
inversement ; (j^ est donc du premier degré par rapport aux coordon- 
nées de A, et du second par rapport à celles de B. 

§ 304. — Si l'on fait tourner la droite AB autour de A, et si l'on 
prend chaque fois sur cette droite le point B de façon que q^ =: 0, le 
lieu de B est une droite^ car l'équation (/o =0 est du premier degré 
par rapport aux coordonnées de B. C'est la droite polaire de A. 

Si l'on fait tourner cette même droite autour de B, en choisissant 
chaque fois le point A tel que Qq = 0, le lieu de A est une conique, car 
l'équation q^ = est du second degré par rapport aux coordonnées 
de A ; c'est la conique polaire de B. 

L'équation f/^ = exprime donc à la fois que la conique polaire de B 
contient A, ou que la droite polaire de A passe par B. Donc si l'un de 
ces faits a lieu l'autre a lieu aussi. 

La conique polaire de A se déduit 'de la conique polaire de Ben 



LEÇONS SUR LES MÉTHODES DE LA. GÉOMÉTRIE MODERNE 479 

échangeant les coordonnées de A avec celles de B. Son équation est 
donc g^ = en supposant dans cette équation que Xq i/o soient des 
quantités fixes, x^ jj^ étant les variables. 

r/i étant ainsi considéré comme un polynôme aux variables x^ y^ ses . 
coefficients sont du premier degré en Xq y^, on obtient donc la condi- 
tion pour que la conique polaire A se réduise à deux droites en met- 
tant dans la relation (^) du § 302, la valeur qu'ont les coefficients 
dans l'équation q^ = 0. Mais ces coefficients étant du premier degré 
par rapport aux coordonnées de A, et la relation Q) étant du troisième 
degré, c'est l'équation d'une cubique quand on y considère les coor- 
données de A comme variables. Donc le lieu du point A tel que m coni- 
que polaire se décompose en deux droites est une cubique. Cette cubique 
se nomme la Hessienne de la cubique proposée, du nom de Hesse, son 
inventeur. 



§ 305. — Supposons maintenant que. le point A soit sur la cubique, 
/"o est nul. L'équation ('') débarrassée de la racine nulle n'est plus que 
du second degré. 

L'équation (/„ = exprime alors que l'équation (*) a une autre ra- 
cine nulle, c'est-â-dire que la droite AB touche la courbe en A. La 
courbe admet donc en A une tangente ayant pour équation q^ ^= 
Or, y^ étant les variables). Ainsi la tangente est la droite polaire d'un 
point A de la courbe. Il résulte alors de ce qui précède, que si la tan- 
gente en A passe par un point B, la conique polaire de B passe par A 
et inversement. Les points de contact des tangentes issues d'un point 
B sont donc les six points où la conique polaire de B coupe la cubique. 

Il peut arriver que g^ soit identiquement nul, c'est-à-dire que le 
coefficient d'a?^ celui d'y^ et le terme indépendant soient nuls. Alors 
toute droite passant par A coupe la courbe en deux points confondus 
avec A, on dit que A est un point double. 

11 y a des cubiques qui n'ont aucun point double, on peut en donner 
dos exemples. Dans ce qui suit, je suppose que A n'est pas un point 
double. 

A étant toujours sur la courbe, l'équation (/, = exprime que la 
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somme des deux racines non nulles de l'équation (J est égale à zéro 
Or si on nomme M et P les deux points autres que A où AB coupe 1 
cubique, les racines considérées sont les rapoorts AM : MB et AP : PB* 
Les points M et P seront donc dans ce cas conjugués de A et B. Ainsi 
si la droite AB tourne autour de A, et si le point B est choisi de façon 
que A et B soient conjugués par rapport aux points ou AR coupe la 
cubique, le lieu de B est la conique polaire de A. 

Cette conique touche la cubique en A. En effet, si parmi les sécantes 
passant par A nous considérons celle qui touche la cubique en A et la 
coupe de nouveau en M, le conjugué de A par rapport à A et M étant 
A lui-même, la droite AM ne rencontre la conique polaire qu'en A, 
c'est donc une tangente à cette courbe. 

11 y aurait exception, si M coïncidait avec A. Dans ce cas, et dans 
cehv -ci seulement, tout point B de la tangente est conjugué de A par 
rapporta A et A. La conique polaire se décompose alors dans'la tian- 
gonte et une autre droite. 

La tangente en A coupant la courbe en trois points confondus, le 
point A est un point d'inflexion. 

§ 306. — Si la conique polaire de A se décompose en deux droites, le 
point A est ou double ou d'inflexion Si A n'est pas double, le lieu du con- 
jugué de A ne saurait être une droite passant par A (car les points M 
et P sont distincts de A). Si donc le lieu se décompose, il y a deux 
droites dont l'une ne passe pas par A, et comme la conique polaire 
touche toujours la courbe en A, l'une de ces droites est la tangente 
en A. On est donc dans le cas examiné ci dessus. 

[1 résulte de là que les points d'inflexion sont les points où la hes- 
sienne coupe la courbe. Si donc la courbe n'a pas de points doubles, il 
y a 3 X 3 ou neuf points d'inflexion. 

Il résulte du § 299 que ces points sont 3 à 3 en ligne droite. 

§ 307. — Théorème. — Toute cubique qui passe par les neuf points 
d'inflexion d'une cubique, admet aussi ces points pour points dHn- 
flexion. Soit en effet A un de ces points, B, C, D trois autres, les droi- 
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/ 

tes AB AC AD sont supposées distinctes ; elles coupent de nouveau la 
courbe en E F G, qui sont trois points d'inflexion. La conique polaire 
de A se décompose, donc les conjugués P Q R de A par rapport à BE, 
CF, DG, sont en ligne droite ; mais PQ R appartiennent aussi à la co- 
conique polaire de A par rapport à une seconde cubique passant par les 
, neuf points d'inflexion. Cette seconde conicjue polaire ayant trois 
points PQR en ligne droite, se décompose aussi, donc A est un point 
d'inflexion pour la deuxième cubique. 

§308. — Manière dont sont groupés les neuf points d'inflexion. 
— Il-est facile de voir que par chaque point A passent quatre droites 
contenant chacune deux points d'inflexion. On peut former quatre 
triangles contenant chacun les neuf points d'inflexion, '^ sur cliaque 
côté. Soient 1 2 3 4 5 6 7 8 9, les 9 points désignés chacun par un nu- 
méro. On peut supposer que ces triangles sont les suivants : 

f 1 2 3 I 1 5 9 

1»' Triangle | 4 5 6 3° Triangle j 2 6 7 

'789 (348. 

2» Triangle i ^ '' { ' ^^ 

^258 4» Triangle 249 



f 3 6 9 f 



3 5 7 



§ 309. — Théorème. —Sur les neuf points ci inflexion. Il y en a tou- 
jours trois réels, et trois seulement. {On suppose que l'équation de la cu- 
bique à ses coefficients réels.) 

1" Il n'y a pas moins de trois points réels. Si un point est d'inflexion 
et s'il est imaginaire, son conjugué est aussi d'inflexion. On peut donc 
trouver trois couples de points d'inflexion tels que deux points d'un 
couple soient ou réels ou conjugués. La droite qui joint deux points d'un 
même couple est réelle ; elle rencontre la cubique en un troisième 
point qui est d'inflexion, et qui est aussi réel sans quoi elle rencontre- 
rait la courbe en un quatrième point conjugué de celui-ci. 11 y a donc 
trois points d'inflexion réels au moins, un sur chacune de ces droites, 
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et il y a un triangle inflexionnel réel. (Il est facile de voir qu'un point 
d'inflexion ne peut pas être un sommet de triangle inflexionnel.) 

§310. — 2" Il n'y a pas plus de trois points réels. Soit ABC le 

triangle inflexionnel réel, «i (/^ «a les points d'inflexion situés sur BG, 

/5i pif^-i^ ceux situés sur CA, yi yj Va, ceux situés sur AB. Pour abréger, 

désignons par p^ q^ ?\,... les rapports B«^ : Ga^, GS^ : A^^^, Ay^ : By^... 
etc. 

On peut supposer que «^ est en ligne droite avec |ir/^y avec.'Bjyj et 

avec i'^syj. On a alors d'après le théorème de Garnot : 

p,q,r,=i p^q,r, = { p,q,r^ = i 
et aussi p, p, p, q, q^ q, r, r, r, =: 1 

Multiplions les trois premières égalités membre à membre, et divi- 
sons par la troisième, on aura en nomment P le produit p^j^iPi 

P est réel, c'est le produit des racines d'une équation du troisième 
degré. 

Gette équation ne donne pourp, qu'une seule valeur réelle, et comme 
elle fournit aussi p^ et pg, p^ et p^ sont imaginaires. 11 y a donc un 
seul point réel sur chaque côté du triangle considéré. 

§ 311 . — On voit par ce qui précède, comment on trouve les points 
d'inflexion quand on a un des triangles inflexionnels. La recherche d'un 
pareil triangle peut s'effectuer comme il suit. 

Soit F = l'équation de la cubique, H := celle de sa hessicnne. La 
cubique / F -[- H = passe par les neuf points d'inflexion. Elle les 
admet donc pour points d'inflexion (§307). En déterminant ). de façon 
que cette cubique coïncide avec sa hessicnne, tous les points de cette 
courbe seront d'inflexion, et elle se réduira aux trois côtés d'un triangle 
inflexionnel. On trouvera donc une équation en a du quatrième degré, 
dont les quatre racines fourniront les quatre triangles. 



VINGT-UNIÈME LEÇON 



INTERSECTION DE DEUX SURFACES DU 

SECOND ORDRE 



§ 311. — IJne courbe (Vordre m dans l'espace, est une courbe qu'un 
plan quelconque coupe en m points. L'intersection de deux surlaces du 
deuxième ordre est donc une courbe d'ordre 4 car un plan quelcon- 
que coupe les deux surfaces suivant deux coniques qui se coupent en 
quatre points. 

Il est clair qu'en un point communaux deux surfaces, les plans tan- 
gents aux dites surfaces, s'ils ne coïncident pas, se coupent suivant 
une droite qui est la tangente à la courbe d'intersection en ce point. 

Je supposerai d'abord que la courbe d'intersection ne soit pas l'en- 
semble d'autres courbes d'ordre moindre, et de plus que les deux 
surfaces ne soient tangentes entre elles en aucun point. 

§ 312. — Théorème. —Si d'un point quelconque de l'espace comme 
sommet de projection, on projette la courbe sur un plan, on obtient 
une courbe du quatrième ordre ayant deux points doubles réels ou ima- 
ginaires. 

Soit S le sommet et P le plan de projection. Un plan passant par S 
coupé la courbe suivant quatre points et par conséquent le cône pro- 
jetant la courbe suivant quatre génératrices, ces quatre droites ren- 
contrent P en quatre points situés à rinterseclion de la droite trace du 
plan considéré sur le plan P, avec la projection de la courbe ; cette 
droite et cette courbe projections se coupant en quatre points, la 
courbe est du quatrième ordre. 

Considérons maintenant la droite D d'intersection des plans polaires 
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de S par rapport aux deux surfaces. La projection de cette droite sur 
le plan P est une droite A. Je dis que tout point' double de la courbe 
projection de la proposée est situé sur A. En effet, soit M un tel point, 
étant double il est la projection de deux points distincts de la courbe 
de l'espace. Soient Pet Q ces deux points, L le conjugué de S par rap- 
port à P et Q. L est à la fois dans les deux plans polaires de S par 
rapport aux deux surfaces puisque P et Q appartiennent aux deux 
surlaces. L est donc sur D, et comme il se projette en M, M est 
sur A. 

Réciproquement, si M est à la fois sur la courbe projection et sur A 
c'est un point double de cette courbe. En effet, puisque M est un 
point de la courbe projection, c'est la projection d'un certain point 
P de la courbe commune aux deux surfaces. Puisque M est sur A 
c'est la projection d'un point L située sur D, c'est-à-dire dans chacun 
des deux plans polaires de S par rapport aux deux surfaces. 

Soient Q^ et Qj les deux points où la droite SM qui contient déjà le 
point P et le point L rencontre de nouveau les deux surfaces. Le con- 
jugué harmonique de P par rapport à S et L doit être Q^ parce que L 
est dans le plan polaire de S par rapport à la première surface, il doit 
être Qj, L étant aussi dans le second plan polaire. Donc Q, et Q, coïn- 
cident;. donc SP rencontre de nouveau les deux surfaces au même 
point Q. M est la projection de deux points P et Q sur les deux sur- 
faces ; c'est un point double de la projection. 

La droite A doit rencontrer cette projection en quatre points, mais 
ces points devant être doubles, il n'y en a que deux distincts, la propo- 
sition se trouve donc démontrée. 



§313. — Remarque. Le plan SA ceupe les deux surfaces suivant 
deux coniques, et S a même polaire I) par rapport à ces deux courbes 
la construction des points doubles équivaut à celle des deux cordes 
communes à ces coniques passant par S, elle se fait comme on l'a vu au 
§226. 

Théorème. — Si le sommet S de projection est sur la courbe, la pro- 
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jection de cette courbe n'est plus que du troisième ordre, mais elle n'a 
pas de points doubles . 

En effet, le plan passant par S coupe alors la c ourbe en trois points 
seulement en dehors de S ; sa projection sur le plan P ne coupe donc 
la projection qu'en trois points. 

Ici les deux plans polaires de S passent par S, la droite D passe par 
S, la droite A se réduit à un point, ce point est bien sur la courbe 
projection, mais c'est un point simple, c'est le point où la tangente en 
S à la courbe coupe le plan P. 

§ 314. —Théorème. — Par un point quelconque S pris sur là courbe, 
on peut mener quatre plans qui passent à la fois par la tangente à la 
courbe en S, et par une autre tangente en autre point M- (J'appellerai 
ces plans des plans bitangents.) 

Pour le démontrer, je projette cette courbe du point S suivant une 
cubique plane, comme dans le théorème précédent, et j'appelle T le 
point où la tangente en S rencontre le plan P de projection ; les plans 
passant par Sï et touchant encore la courbe ailleurs, couperont le plan 
P suivant une droite passant par T, et touchant la courbe projection. 

Réciproquement, il est clair qu'à une droite passant par T et touchant 
la cubique projection, correspondra un plan bitangent. 

Or la conique polaire de ï par rapport à cette cubique, étant tan- 
gente en T, coupe de nouveau la cubique en 2 X 3 — 2 ou quatre points, 
on a vu au (§305) que les droites joignant T à ces quatre points 
sont tangentes à la cubique ; les quatre plans menés par ST et ces 
quatre points sont donc bien bitangents. 



§ 315. — Thkorème. — Sur une droite joignant les points de con- 
tact d'un plan bitangent il existe un point et un seul ayant même plan, 
polaire par rapport aux deux surfaces, le cône ayant pour sommet ce 
point et contenant la courbe d'intersection, est du second ordre. 

Soient S et M les deux points de contact d'un plan bitangent, les 
angentes en S et M se coupent en un point T, puisqu'elles sont dans co 
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plan. Si donc on coupe les deux surfaces par le plan SMT, on aura 
deux coniques T, T^ bi tangentes en M et S, lès tangentes en ces points 
étant MT et ST. Tout point P de SM a pour polaire par rapport à T et T^, 
la droite passant par le conjugué harmonique de P par rapport à M et 
S, et par le point T. 

Considérons un autre plan passant par SM. Il coupe les deux sur- 
faces suivant deux coniques C et C, dont SM est une corde commune. 
SM passe donc par l'un des points qui ont même polaire par rapport 
à G et à G,, soit P ce point (§ 224). Dès lors le point P a même plan 
polaire par rapport aux deux surfaces, le plan de sa polaire par rap- 
port à r et r^ et de sa polaire par rapport à G et G^. C'est d'ailleurs le 
seul sur SM possédant cette propriété, car tout point de SM qui la pos- 
sède, doit avoir même polaire par rapport à G et G,, 

§ 316. — Le cône de sommet P ayant pour directrice la courbe n'est 
que du second ordre. En effet, soitPQ une génératrice de ce cône obtenue 
en joignant P à un point Q de la courbe, soit L le point où PQ coupe 
le plan polaire, le point Q conjugué de R par rapport à P et L appar- 
tiendra aussi aux deux surfaces, c'est-à-dire à la courbe. Dès lors un 
plan passant par P coupera la courbe en quatre points deux à deux en 
ligne droite avec P. Il ne coupera donc le cône que suivant deux géné- 
ratrices. 

On voit facilement que si un cône passant par l'intersection est dn 
second ordre, c'est qu'un plan passant par son sommet ne le coupe 
que suivant deux génératrices. Il y a, par suite, deux points du cône 
sur chacune d'elles, et le sommet du cône a môme plan polaire par 
rapport aux deux surfaces. 

§ 317. — Corollaire. Gomme il passe par un point donné de la 
courbe quatre plans bitangents, il y aura quatre points ayant même 
plan polaire par rapport aux deux surfaces. 

> 

55 318. — Théorème. — Il y a quatre points ayant même plan po- 
laire par rapport aux deux surfaces, ils forment un tétraèdre dont 
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chaque face est le plan polaire du sommet opposé (Tétraèdre con- 
jugué). 

Soit A rùn des points ayant môme plan polaire par rapport aux 
deux surfaces (Ce qui précède prouve son existence). Son plan polaire 
P coupe les deux surfaces suivant deux coniques C, G', soit A^ Aj A3 le 
triangle conjugué commun à ces deux coniques. Le tétraèdre A A^ Aj A3 
possède la propriété énoncée. En effet, le' plan polaire de A^ passe 
d'abord par là polaire A3 A3 de A^ ; il passe de plus par A puisque le 
plan polaire de A passe par A^ ; c'est donc le plan AA^ A3 Même 
démonstration pour chaque sommet. 

Corollaire, Par l'intersection 'de deux surfaces du second ordre, on 
peut faire passer quatre cônes du second ordre et pas davantage. 

(11 est bien entendu que je n'examine pas ici le cas où l'intersection 
se compose de plusieurs lignes d'ordre inférieur à quatre). 

§ 319. — Les théorèmes précédents, transformés par polaires réci- 
proques, donnent des résultats intéressants. Les plans polaires des 
différents points d'une courbe enveloppent, comme on l'a vu (§281) une 
développable ; si la courbe est plane, la développable est un cône. In- 
versement, aux plans tangents à un cône correspond une courbe plane. 

Nous avons vu au (§ 281) que la polaire réciproque d'une surface 
du second ordre est aussi du second ordre. 

On a, dès lors, la proposition suivante, dont je n'écris que l'énoncé. 

§ 320. — Les plans tangents communs à deux surfaces du second 
ordre sont tangents (c'est-à-dire passent les tangentes) à quatre coni- 
ques planes, les plans de ces courbes ont même pôle par rapport aux 
deux surfaces. 11 en résulte que ces plans sont les faces du tétraèdre. 
A A4 Ag Aj dont il est question au paragraphe précédent. 
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Cas particuliers de Tinter section 

§ 321. — 1* Cas particulier, — Les deux surfaces sont tangentes en 
un point. Elles n'ont pas de droite commune. 

TuÉoRÈME. — Le cône ayant pour sommet le point de contact 
des deux surfaces et passant par l'intersection, est du second ordre. 

Soit S ce point de contact, menons par S un plan quelconque, il 
coupe les deux surfaces suivant deux coniques tangentes en S, et par 
suite se coupant seulement en deux autres points P et Q. Ce cône n'a 
donc que deux génératrices SP SQ dans chaque plan passant par S, 
ce qui démontre la proposition. 

Corollaire. — La courbe d'intersection présente un point double 
en S les deux tangentes étant l'intersection du cône ci-dessus avec le 
plan tangent en S aux deux surfaces. 

On peut remarquer que le point S a ici même plan polaire par rap- 
port aux deux surfaces (à savoir le plan tangent commun). 

§ 322. — 2® Cas particulier. — Les surfaces se touchent en deux 
points (qui peuvent être réels ou imaginaires conjugués). Soient P et 
Q ces deux points, M un troisième point de l'intersectiofi. Le plan 
M P Q coupe les deux surfaces suivant deux coniques tangentes entre 
elles en P et Q, et passant en outre par M. Ces deux coniques coïnci- 
dent donv5 et celte conique unique fait dès lors partie de l'intersection. 
Gomme l'intersection doit cire du quatrième degré, un plan doit le 
couper en quatre points. Si elle se compose d'une conique unique, 
c'est que ces quatre points seront toujours confondus deux à deux, 
ou qu'un plan coupera les deux surfaces suivant deux coniques bitan- 
gentes. Cela exige que les deux surfaces se touchent en tous les points 
de la conique d'intersection, on dit alors qu'elles sont circonscrites. 
Si nous écartons ce cas, nous voyons qu'il y a des points d'intersection 
on dehors de la conique considérée). Soit N un de ces points, le plan 
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NPQ coupera les deux surfaces suivant une même conique, comme 
on le voit par un raisonnement identique au précédent ; l'intersection 
se composera donc de deux coniques. 

A ce cas se rattache le théorème suivant: Si deux surfaces du second 
ordre ont une conique commune^ elles en ont une seconde e( sont bi- 
tangentes (à moins qu'elles ne soient circonscrites). 

En effet, si elles ne sont pas circonscrites, elles ont des points com- 
muns (;n dehors de cette conique. (Dans un plan quelconque elles en ont 
deux). Soient M M^ M^ trois de ces points, le planMM^ Mj coupe le plan 
de la conique donnée suivant une droite qui coupe cette conique en 
deux points P et Q (réels ou imaginaires). Le plan MM^ M, coupe les 
deux surfaces suivant deux coniques qui ont cinq points communs 
M M4 Mj PQ et qui, par suite, coïncident. Cela fait donc deux coni- 
ques communes. En P les deux surfaces ont toutes deux pour plan 
tangent le plan des tangentes aux deux coniques, de même en Q, les 
surfaces sont donc bitangentes en ces points. 

Les deux coniques considérées sont deux coniques qui se coupent 
en P et Q. Je vais montrer que par ces deux coniques, il passe deux 
cônes du second ordre. La démonstration est la même au fond que 
celles que nous avons faites ci-dessus pour les quatre cônes. On voit 
ici que par une tangente en un point M de Tune des coniques, on ne 
peut mener que deux plans tangents à l'autre en M' et M" et sur cha- 
cune des droites MM' MM" on trouvera un point et un seul ayant même 
plan polaire par rapport aux deux surfaces. 



§ 323. 3° Cas particulier. — Les deux surfaces se touchent en 
trois points PQR, mais le plan PQR n'est tangent à iaucune des deux 
surfaces. 

On démontre, comme dans le cas précédent, que le plan PQR coupe 
ces deux surfaces suivant uue même conique. D'ailleurs le point où 
s6 coupent les plans tangents communs en PQR, est unique. Car les 
tangentes en PQR a la conique dans ce plan, forment nécessairement 
un triangle, cette conique ne se réduisant pas à deux droites puisque 
le plan n'est pas tangent. Ces plans ce coupent en un point qui est le 
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pôle de PQR par rapport aux deux surfaces. Dès lors les cônes circons- 
crits aux deux surfaces suivant la conique commune sont les mêmes, 
puisqu'ils ont même sommet (le pôle dePQR) et une conique commune ; 
les deux surfaces étant circonscrites à un même cône le long d'une 
même conique sont circonscrites Tune à l'autre. Elles se touchent 
tout le long de la conique et n'ont pas d'autre point d'intersecfion. 

4" Cas particulier, — Les deux surfaces ont une droite commune D. 
Ce cas est très intéressant. Le reste de l'intersection est une courbe 
coupée en trois points seulement, par un plan quelconque,. on l'appelle 
une cubique gauche. L'étude de ces courbes fera l'objet d'une leç'm 
spéciale. Démontrons seulement ici que la courbe rencontre D en deux 
points où les surfaces ont môme plan tangent. 

Un plan passant par D coupe la première surface suivant une droite 
A rencontrant D en A; la seconde suivant une droite A^, rencontrant D 
en Al, En outre A et A^, se coupent en M qui éfet un point de la 
cubique. Pour que M vienne sur D, il faut que A et A^. coïn- 
cid'ent. Or, le rapport anharmonique de quatre points A et celui 
des quatre points A^ sont égaux entre eux comme égaux tous 
deux à celui des quatre plans AMA^ tangents en A à la première sur- 
face et en A, à la seconde. A et A^ forment donc deux divisions homo- 
graphiques, dont les deux points doubles réels ou imaginaires sont 
deux points répondant à la question. 

En ces points F et Q les deux surfaces ont môme plan tangent puis- 
que ces points sont précisément déterminés par la condition que les 
deux points de contact d'un plan tangent coïncident. 

§ 324. — 5" Cas particulier. — Les surfaces ont en commun deux 
génératrices de môme système Det D^. 

L'intersection est alors un quadrilatère gauche comme on l'a vu 
déjà au § 279. On peut encore le démontrer comme il suit: par la 
droite D commune aux deux surfaces, faisons passer un plan qui 
coupe la droite D^ en M. Ce plan touche la première surface en A, la se- 
conde en A^ ; A et A^ forment deux divisions homographiques comme 
au paragraphe précédent. Soient P et Q les deux points doubles, R etS 
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les positions correspondantes de M. PR par exemple esta la fois sur 
les deux surfaces, puisque les droites AM A^M situées chacune sur 
une des surfaces coïncident quand A et A^ viennent en P. Môme dé- 
monstration pour QS. On voit ici queJes surfaces se touchent en 
quatre points. 

Il est bien entendu que P et Q peuvent être réels ou imaginaires, 
distincts ou confondus. 

Le cas particulier où les deux surfaces auraient en commun deux 
génératrices de système différent, n'est autre que celui où elles ont 
une conique commune. 



§325. — Théorème. — Si deux surfaces du second ordre sont cir- 
conscrites aune même troisième, elles sont bitangentes, et par suite 
se coupent suivant deux courbes planes. 

En effet, soient Set S^ deux surfaces circonscrites à une troisième 2 
le longde deux courbes planes C et C,, soit D la droite d'intersection 
des plans contenant G et G,, P et Q les points où elle coupe 2. Ces 
points sont aussi sur G et G^. En ces points, les plans tangents à S et S^ 
sont les mêmes qu'à 2, et par suite, les deux surfaces S et S^ sont bi- 
tangentes en ces points; elles se coupent donc suivant deux courbes 
planes r et r^ . 

Réciproquement, si deux surfaces se coupent suivant deux courbes 
planes, leurs polaires réciproques seront circonscrites aux deux cônes 
polaires réciproques de ces deux courbes. Ges deux nouvelles surfaces 
étant circonscrites à deux cônes, se Couperont suivant deux courbes 
planes, par conséquent les deux surfaces primitives seront circons- 
crites aux deux cônes polaires réciproques des deux nouvelles courbes 
planes; de sorte que deux surfaces qui se coupent suivant deux courbes 
planes sont circonscrites à deux cônes du second ordre. 



§ 326. — Soit F =: l'équation d'une surface du deuxième ordre^ 
P =1 Q =: les équations de deux plans ; l'équation ) F -j- PQ = 
représente une surface passant par tous les points où la surface F = 
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est coupée par les deux plans. On peut d'ailleurs déterminer / de façon 
qu'elle passe par un autre point quelconque. En faisant coïncider les 
deux plans, on verra que /F -j- P' = est l'équation d'une surface cir- 
conscrite à F = tout le long de son intersection avec P = 0. 

Soient /F 4* P* = aF + Q* = deux pareilles surfaces; la surface 
ayant pour équation a(ÀF + P^) — / (u F + Q') = passe par leur in- 
tersection Cette surface se réduit à 2 plans P[/u ± Q[/a=zO 6u en 

posant i/-^ 1= «, P ± a Q = 0. 

Ceci démontre d'une autre façon que les surfaces circonscrites à une 
troisième se coupent suivant deux courbes planes, en outre le rapport 
anharmonique des quatres plans P = Q=0 P-|-aQ = P— aQ=iO 

est ^ ou — 1. Ainsi les plans des deux courbes planes forment 

avec les deux plans des courbes de contact un faisceau harmonique 
(§ 129). 



VINGT-DEUXIÈME LEÇON 



SYSTEMES DE SURFACES DU SECOND ORDRE. 

SURFACES HOMOFOCALES 

§ 327. — I. Si deux surfaces du second ordre ne sont pas circons- 
crites tout le long d'une même courbe, de telle sorte qu'un plan les 
coupe en général en quatre points distincts, par leur courbe d'inter- 
section et un autre point P, on peut faire passer une surface du se- 
cond ordre et une seule. 

Soient en effet F = 'f = les équations des deux surfaces, x^ y^ z^ 
les coordonnées du point P qui n'est pas supposé sur l'intersection, 
Fo et 0^0 ce que deviennent F et f quand on remplace xy z par les coor- 
données du point P. 

L'équation Fo ^ — ^^F = représente une surface du second ordre. 
Pour tout point commun aux deux surfaces F = ^ = 0, cette équa- 
tion est satisfaite, car F et ^ sont nuls ; pour x=z Xq ï/ = 2/o - = -o cette 
équation est encore satisfaite car elle donne l'identité Fo'f/ô— 'fo^'o^^^- 
Elle représente donc bien une surface passant par l'intersjection des 
deux surfaces données et par le point P. 

Pour démontrer qu'il n'y en a qu'une seule, je vais démontrer que 

s'il y en avait deux M et M^, tous leurs points seraient communs. En 

effet, soit*A un point de M. Un plan passant par A et P couperait M 

suivant une conique C et M^ suivant une conique G-,, G et G^ ont cinq 

points communs, le point P et les quatre points où le plan considéré 

rencontre l'intersection des deux surfaces. Elles coïncident donc, et A 

qui est sur G est aussi sur G^. Ge qui démontre la proposition. Toutes 

les surfaces passant par la courbe d'intersection de F = 'j^ = sont 

dites former un faisceau. 

43 
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Nous savons déjà que dans un faisceau il y a quatre cônes (§ 318), les 
sommets de ces quatre cônes forment (§317) un tétraèdre conjugué par 
rapport à toutes les surfaces du faisceau. 

Pour distinguer ces faisceaux de surfaces d'un autie genre tle fais- 
ceau dont nous nous occuperons bientôt, nous nommerons ceux dont 
nous nous occupons actuellement faisceaux ponctuels. 

§ 328. — II. Les deux points M et M' ou deux surfaces d'un fais- 
ceau rencontrant une droite quelconque, sont deux points correspon- 
dants de deux divisions en iuvolution. 

En effet, menons par la droite un plan ; il coupe chaque surface du 
faisceau suivant une conique passant par les quatre points où il ren- 
contre la courbe commune à toutes les surfaces du faisceau, cette 
conique rencontre la droite aux deux points M et M', qui sont ainsi, 
d'après le théorème de Desargues, deux points correspondants d'une 
involution. 

Corollaire,— Parmi les surfaces du faisceau, il y en a deux qui tou- 
chent une droite donnée. Ce sont celles qui passent par les points dou- 
bles de l'involution. 

§ 329. — III. Parmi toutes les surfaces d'un faisceau, il y en a trois 
qui touclicnt un plan donné P. Les points de contact sont les sommets 
du triangle conjugué commun à toutes les coniques suivant lesquelles 
le faisceau coupe le plan P. 

Le plan P coupe le faisceau suivant des coniques passant par les 
quatre points d'intersection de P avec la courbe commune à toutes les 
surfaces du faisceau. Inversement, par l'une quelconque C des coniques 
passant par ces quatre points, on peut faire passer une surface du fais- 
ceau et une seule. Car il suffit, pour qu'une surface du faisceau con- 
tienne Ç, qu'elle en contienne un cinquième point. 

Or parmi les coniques passant par quatre points ABCD, il y a les 
systèmes de droites (AB, CD) (AC, BD) (AD, BC). Les surfaces du fais- 
ceau qui passent par ces systèmes, touchent le plan P. Les points de 
contact de ces trois surfaces avec P sont les points de rencontre de 
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AB, CD, de AC, BD, de AD, BC qui sont (§ 224), les sommets du 
triangle conjugué commun à toutes les coniques passant par les qua- 
tre points. La propositions est donc démontrée. 

§ 330. — Les plans polaires d'un point A par rapport à toutes les 
surfaces d'un faisceau, passent par une droite fixe ^. En effet, considé- 
rons les plans polaires du point A par rapport à deux surfaces S et 
S' du faisceau. Ils se coupent suivant une droite A. Coupons par leplan 
(A, A) on aura dans les deux surfaces deux coniques C et G', A aura 
pour polaire A par rapport à ces deux coniques. Ce sera donc l'un des 
trois points ABC ayant môme polaire par rapporta toutes les coniques 
passant par les quatre points communs à C et C, (les autres points B 
et C sont sur A). Soit une troisième surface S" du faisceau, coupée 
suivant une conique C'par le plan A A, la polaire de A par rapport à 
C" sera encore A, et par suite le plan polaire de A par rapport à S" pas- 
sera par A . 

On voit aussi que le plan AA est tangent en A à celle des surfaces 
du faisceau qui passe par A, 

§ 331 . — Nous allons tranformer par polaires réciproques les qua- 
tre propositions précédentes. 

A toutes les surfaces d'un faisceau ponctuel, passant par tous les 
points communs à deux surfaces S et S', correspondent les surfaces 
d'un faisceau dit tangentiel ; surfaces tangentes à tous les plans tan- 
gents communs aux deux surfaces 2 2' polaires réciproques de S et de 
S'. Les propositions corrélatives des quatre précédentes, s'applique- 
ront aux^ surfaces d'un faisceau tangentiel. 

r Parmi les surfaces d'un faisceau tangentiel, il y en a une et une 
seule qui touche un plan donné. 

'2P Les deux plans M et M' menés par une droite donnée à une sur- 
face d'un faisceau tangentiel, sont deux plans correspondants d'une 
involution. Parmi les surfaces il y en a deux touchant la droite 
donnée. 

3' Parmi les surfaces d'un faisceau tangentiel, il y en a trois qui 
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passent par un point donné. Les plans tangents en ce point forment 
un trièdre conjugué par rapport à tous les cônes ayant pour sommet 
ce point et circonscrits aux différentes surfaces du faisceau. 

^^ Les pôles d'un plan fixe A par rapport à toutes les surfaces d'un 
faisceau tangentiel sont sur une droite fixe A. A rencontre A en un 
point, l'une des surfaces touche A en ce point. 

5" Cette proposition : « Par l'intersection de deux surfaces du se- 
cond ordre passent quatre cônes. Sur chaque génératrice il y a deux 
points de l'intersection. Ces quatre cônes du second ordre ont pour 
soniinets quatre points formant un tétraèdre conjugué par rapport à 
toutes les surfaces du faisceau ponctuel. Trois arêtes de ce tétraèdre, 
concourantes en un point A forment un trièdre conjugué par rapporta 
celui des cônes dont le sommet est A » donne la suivante par polai- 
res réciproques. 

(( Les plans tangents communs à deux surfaces du second ordre 
touchent quatre coniques. Par chaque tangente à l'une des coniques 
passent deux plans tangents communs. Ces quatres coniques sont dans 
les quatre faces d'un tétraèdre conjugué par rapport à toutes les sur- 
faces du faisceau tangentiel. Trois côtés de ce tétraèdre situées dans 
une face A forment un triangle conjugué par rapport à celle des coni- 
ques situées dans la face A ». 



Focales. — Surfaces homofocales 

§ 332. -— Etant donnée une surface du second ordre 2, on peut 
considérer le faisceau tangentiel formé des surface tangentes à tous 

« 

jes plans tangents communs à 2 et au cercle de l'infini. Les surfaces de 
ce faisceau sont dites homofocales à 2. Voyons ce que deviennent dans 
ce cas les propositions des paragraphes précédents. 

1° Parmi toutes les surfaces d'un faisceau de surfaces homofocales 
il y en a une seule touchant un plan donné. 

2" Les plans menés par une droite donnée, tangents à une des sur- 
faces du faisceau sont deux plans correspondants d'une involution- 



I 
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Comme parmi ces plans il y a les deux plans tangents au cercle de 
l'infini menés par la droite (Plans isotropes), on en conclut que les plans 
doubles du faisceau, conjugués par rapporta ces plans, sont rectan- 
gulaires. Ces plans doubles sont les plans tangents aux deux surfaces 
du faisceau qui touchent la droite. Ainsi les deux surfaces du fais- 
ceau qui touchent une droite donnée ont leurs plans tangents 
aux points où elles touchent la droite rectangulaire. On conclut aussi 
de ce qui précède, que les deux points de contact sont toujours réels. 
En effet, sans cela les plans tangents seraient imaginaires conjugués, 
et deux plans imaginaires conjugués ne sauraient être rectangulaires. 

3° Parmi les surfaces homofocales, il y en a trois qui passent par un 
point donné A. Leurs plans tangents en ce point sont conjugués par rap- 
port à tous les cônes dont le sommet est en ce point, et circonscrits aux 
différentes surfaces du faisceau. Comme l'un de ces cônes circonscrits 
est isotrope, puisque l'une des surfaces se réduit au cercle de l'infini, 
ces trois plans sont rectangulaires. Ce sont, dès lors, les plans princi- 
paux communs à tous les autres cônes. Si on considère un plan tan- 
gent à toutes les surfaces ayant pour sommet le point A considéré, il 
touche tous ces cônes et en particulier le cône isotrope. On en conclut 
que tous ces cônes ont mêmes lignes focales ('). Us sont homofocaux. 

On voit aussi, comme dans le cas précédent, que les trois surfaces qui 
passent par un point A sont réelles, car leurs plans tangents étant rec- 
tangulaires sont réels ; et comme chaque plan n'est touché que par 
une seule surface, la réalité du plan entraine celle de la surface. 

Nous avons donc démontré que : 1* Trois surfaces homofocales se 
coupent à angle droit ; 2' Les cônes ayant pour sommet un point A et 
circonscrites à toutes les surfaces homofocales sont homofocaux, et ont 
tous pour plans principaux les plans tangents aux trois surfaces ho- 
mofocales qui passent par A. 

Il faudrait modifier un peu ces résultats si la surface 2 était tan- 
gente au plan de l'infini ; nous supposerons jusqu'à nouvel ordre qu'il 
n'en est pas ainsi. 

4' Le lieu des pôles d'un plan fixe par rapport à toutes nos sur- 

(1) Une ligne focale dHin cône est l'intersectïon de deux plans isotropes tan- 
gents à ce cône. 
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faces est une droite fixe A, A rencontre le plan Cixe au point P de con- 
tact de ce plan avec celle des surfaces qui le touchent. Le point à 
rinfini sur A est conjugué du plan fixe par rapport au cercle de l'in- 
fini ; donc la droite A est perpendiculaire au plan fixe 

5° Les plans tangents communs à toutes nos surfaces touchent 
quatre coniques . L'une d'elles est le cercle de l'infini. Ce plana pour 
pôle le centre de chacune des surfaces. Toutes nos surfaces sont 
donc concentriques et leur centre commun est l'un des sommets du 
tétraèdre conjugué commun. Les arêtes de ce tétraèdre situées dans 
le plan dé l'infini forment un triangle conjugué par rapport à la coni- 
que située dans ce plan, c'est-à-dire au cercle de l'infini, par consé- 
quent les plans passant par et par ces arêtes forment un trièdre 
trirectangle. Ces plans sont, d'après le § 331, conjugués par rapport à 
toutes les surfaces, ce sont donc leurs plans princi'paux. Toutes ces 
surfaces ont mêmes plans principaux. Les trois autres coniques par 
lesquelles passent les plans tangents communs sont dans ces trois 
plans; on les nomme les focales du système. 



Propriétés des Focales 

§ 333. — V Les points des focales sont les points tels que le cône 
isotrope ayant l'un d'eux pour sommet soit bitangent à toutes les sur- 
faces du faisceau, et par suite les coupe suivant deux courbes planes. 

En effet, les plans menés par la tangente à la focale en up point M 
tangent à toutes les surfaces du faisceau, sont aussi tangents au 
cercle de l'infini, et par suite au cône isotrope ayant M pour sommet. 
Soient A et A' les points de contact de ces plans avec une surface du 
faisceau, en A et A' le cône isotrope et la surface ont môme plan tan- 
gent ; la proposition se trouve démontrée, le cône isotrope et la sur- 
face se coupent suivant deux courbes planes (§ 322). On peut remar- 
quer que la droite A A' qui joint les points de contact des deux 
plans tangents est perpendiculaire au plan principal contenant la 
focale. Cela résulte de ce que la droite AA' est conjuguée de 
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la tangente en M à la focale. Cette droite se nomme la directrice cor- 
respondant au point M. 

Réciproquement, si le cône isotrope ayant pour sommet un point M 
est bitangent à l'une des surlaces du faisceau, le point M est swr 
l'une des focales, car les deux plans tangents communs au cône iso- 
trope et à la surface, étant tangents à deux surfaces du faisceau 
(la surface proposée et le cercle de l'inflni) le sont à toutes. 
Soient A et B les points où ces plans touchent le cercle de l'infini, 
G et D les points où ils touchent l'une des surfaces 2 du faisceau, 
A et G sont sur une des génératrices du cône isotrope de som- 
met M, B et D sur une autre. La droite M AG est l'une des gé- 
nératrices de la développable circonscrite à "toutes les surfaces du 
faisceau, MBD en est une autre, M est donc un point où passent 
deux génératrices de cette développable. Or le lieu des points doubles 
de la développable circonscrites à deux surfaces du second ordre est 
l'ensemble des quatre coniques contenues sur cette développable. (De 
même que les plans bitangents à l'intersection de deux surfaces du 
deuxième ordre sont tangents à l'un des quatre cônes du second 
ordre passant par cette intersection (§ 315). La proposition est donc 
démontrée. 

§ 334. ~ 2° Le lieu des sommets des cônes de révolution circons- 
crits à une surface du second ordre est l'ensemble de ses trois focales. 

On sait qu'une surface de révolution coupe le plan de l'infini sui- 
vant une conique bitangente au cercle de l'infini. Un cône de révolu- 
tion est par suite bitangent (le long de deux génératrices) au cône iso- 
trope de môme sommet. Si le cône de révolution est circonscrit à la 
surface S le long d'une courbe G, et tangent au cône isotrope suivant 
deux génératrices A, A', ces deux génératrices coupent G en deux points, 
où le cône isotrope est tangent à la surface S; le cône étant ainsi bitan- 
gent à S, son sommet est sur l'une des focales (§ 332). 

Réciproquement soit M un point sur l'une des focales, et considérons 
le cône T du sommet M circonscrit à la surface S. Le cône isotrope est 
bitangent à S en deux points, nécessairement situés sur la courbe de 
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contact du cône T, car celle-ci est le lieu des points de contact des 
plans tangents à S passant par M. En ces deux points, le cône T 
et le cône isotrope ont même plan tangent, dès lors ils sont bi tan- 
gents le long des génératrices passant par ces deux points, et par suite 
le cône T est de révolution. 



§ 335. — Nous avons supposé que les surfaces du faisceau n'étaient 
pas tangentes au plan de l'infini, disons en quelques mots ce qui 
arrive dans ce cas. 

Prenons d'abord un faisceau ponctuel quelconque ; nous avons vu 
que si la courbe d'intersection présente un point double, le cône ayant 
pour sommet ce point et passant par la courbe est du deuxième degré. 
Au point double toutes les surfaces du faisceau ont même plan tan- 
gent (le plan des tangentes à la courbe au point double). En dehors de 
ce point, il n'y a plus que deux cônes du deuxième degré passant par 
la courbe. En transformant par polaires réciproques, on a des surfaces 
incrites dans une développable, ayant un plan tangent double, c'est-à- 
dire un plan qui la touche suivant deux génératrices. Les surfaces du 
faisceau touchent ce plan en un point fixe (point de rencontre de ces 
deux génératrices). Alors, hors du plan de ces deux génératrices, il n'y 
a plus que deux coniques et dans ce plan une troisième. Si cette troi- 
sième est le cercle de l'infini, on a des surfaces homofocales tangentes 
au plan de l'infini {pnraholo'ides homo focaux). 11 n'y a plus que deux 
focales qui touchent aussi le plan de l'infini, c'est-à-dire sont des 
paraboles, 

§ 336. — Dans le cas général, on peut voir d'un peu plus près ce 
que sont les focales. 

Considérons deux plans principaux contenant chacun une focale. 
Leur intersection est naturellement un plan de symétrie pour chacune 
de ces courbes. Soit X'X cette intersection, elle rencontre la première 
focale en A et A', la deuxième en B et B', A et A' sont les sommets de 
la première focale, B et B' étant sur une focale, le cône de sommet B' 
isotrope est bitangent à toutes les surfaces du faisceau et en particulier 
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à la première focale. Donc B est un foyer, de même que B'. Ainsi la 
première focale a pour sommet AA', pour foyers BB'. De même B et B^ 
sont les sommets, A et A' les foyers de la deuxième focale. 

Soient F^ F, F3 les trois focales, A A' les sommets de F^ situés sur 
OX, BB' ceux de Fj, A^A'^ les sommets de F^, G^C'^ ceux de F3 situés sur 
OY, BjBV C3C'3, ceux de F, et F3 situés sur OZ. Si AA' est l'axe focal 
de F^ ses foyers B et B' sont réels, donc ses autres foyers C^G/ sont 
imaginaires. On verra aisément en continuant ce raisonnement, que des 
trois focales deux seulement sont réelles (l'autre ayant 4 sommets 
imaginaires), une seule a 4 sommets réels (ellipse), Tautre deux seule- 
ment (hyperbole). 



VINGT-TROISIÈME LEÇON 



SUR LES CUBIQUES GAUCHES 



§ 337. — Nous avons vu que deux surfaces du second ordre ayant 
une génératrice commune, avaient en commun une courbe, coupée ea 
trois, points par un plan. Cette courbe a reçu le nom de cubique gau- 
che. Voici quelques propriétés simples de ces courbes: 

1* Le cône ayant pour sommet un point quelconque de la courbe, et 
contenant cette courbe est un cône du second ordre. 

En effet, un plan passant par ce point S coupe la cubique en deux 
autres points A et B, il coupe dès lors le cône suivant deux généra- 
trices SA, SB, ce qui démontre la proposition. 

Plan osculateur. — La tangente en S à la cubique est l'intersection 
des plans tangents en ce point à deux surfaces du second ordre qui la 
contiennent. Cette tangente est évidemment sur le cône de sommet S ; 
car c'est la position limite de la génératrice SA quand A vient en S ; 
soit T cette tangente, B un autre point de la cubique. Le plan limite du 
plan TB, ou du plan de ST et de SB quand B vient en A c'est évidem- 
ment le plan tangent au cône suivant ST. Ce plan se nomme le plan 
osculateur en S. Les trois points où il coupe la cubique sont confondus 
en S. 

§ 338. — 2" Six points dont quatre ne sont pas dans un même plan, 
déterm,inent une cubique gauche. 

Soient ABCDEF les six points ; par les cinq droites concourantes en 
A, AB AC AD AE AF, ont peut faire passer un cône du second ordre, 
de sommet A. De môme par les cinq droites BA BG BD BE BF on peut 
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faire passer un cône du second ordre de sommet B. Ces deux cônes se 
coupent suivant une cubi^e gauche. Il n'y en a pas d'autre passant 
par les six points, car toute cubique gauche passant par les six points 
se trouve à la fois sur les deux cônes dont il vient d'être question. 

Remarque : Plusieurs points peuvent être confondus, alors au lieu 
de deux points, on a une tangente et son point de contact. 



§ 339. — 3** Je nommerai corde, ou sécante double d'une cubique 
gauche une droite qui la coupe en detix points (réels, imaginaires ou 
confondus). Par la cubique et une sécante double passent évidemment 
deux cônes du second ordre ayant pour sommets les points de rencon- 
tre de la sécante double avec la cubique. On verra, comme au § 327, 
que parmi les surfaces passant par la sécante double et la cubique, il 
y en a une et une seule passant par un point donné. 

§ 340. — 4" Le cône ayant pour sommet un point quelconque et con- 
tenant la cubique est du troisième ordre, car un plan passant par le 
sommet coupe la cubique en trois points, et le cône suivant trois géné- 
ratrices. La projection de la cubique sur un plan est donc du troisième 
ordre. Je vais démontrer qu'elle a un point double et donner le moyen 
de le construire. Je projetterai la figure d'un point quelconque sur 
un plan P. Les sommets de deux cônes contenant la courbe seront pro- 
jetés en A et B ; w étant le point où la ligne des sommets rencontre P, 
les bases des cônes sur le plan P seront deux coniques passant par <», 
et que nous nommons C et C. Un plan passant par la ligne des som- 
mets coupe P suivant une droite &> L rencontrant C en p, G' en q. Le 
plan sécant coupe les deux cônes suivant les génératrices projetées en 
Ap, Bfjf ; ces droites se rencontrent en m, projection d'un point de 
l'intersection. 

Ap rencontre de nouveau G en p' ; joignons w p' qui coupe G' on un 
point q'. Si qq' passait par B, le nouveau plan sécant ayant pour trace 
co PV donnerait le même point w, qui serait ainsi la projpction de 
deux points de l'intersection. Or la droite pp' passant par un point fixe 
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A, &> p, w p' sont en involution (§ 98) (le théorème démontré alors 
pour le cercle s'applique aussi aux coniques) w p, w p' étant en invo- 
lution, la droite* qq\ joignant les points où les rayons rencontrent 

II 




l'autre conique, passe par un point ïijiQ^ F, (on le déterminera facile- 
ment en construisant deux positions de qc[). Joignons FB, et prenons 
q et q' sur FB, alors les droites joignant w à (jf et q' seront deux rayons 
de l'involution de tout à l'heure et pp' passera par A. Le point m 
correspondant sera donc bien un point double. 

§ 341 . — Théorème. — Les coordonnées x y z d'un point d'une cu- 
bique gauche peuvent se mettre sous la forme. 

C) x = f±^ y=^-^ z=f^ 

fit) ^ ?W f(t) 

ffifî et f étant des polygones en f, du degré 3 en plus. * 

En effet, une surface du second degré ayant pour génératrfce l'axe 
des zesi représentée par équation delà forme. 

a? P = 1/ Q 
^P et Q étant des polygones du premier degré, car l'équation devant 
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être satisfaite quel que soit z quand x^^o y = o, tous les^termes doi- 
vent contenir un facteur soit x soit y. 

Une autre surface passant par Taxe des z a une équatioù de la même 
forme : 

xV = yQ; 

posons y =ztx les deux équations précédentes donneu t 

P=tQ 

ces équations avec y = tx permettront de calculer x y z en fonction de 
t, d'ailleurs si Ton a un pian 

Aa;+Bi/ + C^ + Diii:0 

on obtient les points d'intersection- du plan avec la courbe en rem- 
plaçant xy z par leurs valeurs en fonction de f , ce qui donne l'équa- 
tion 

et comme un plan ne doit^ couper la courbe qu'en trois points, cette 
équation doit être du troisième degré et t,ff^^fi f doivent donc être 
au plus du troisième degré. 



§ 342. — Réciproquement, des équations de la forme précédente 
représentent une cubique gauche, c'est-à-dire qu'en faisant varier t 
dans les formules, on obtient les différents points d'une telle courbe. 

Les formules C) peuvent être remplacées par les suivantes : 

C) px=Jit) py=fAt) pz = U{t) p = ^(t) 

Soient uvw h des coflicients indéterminés, on aura 

O p[ux + vy + wz+h]=uf(t)+vf,(t) + wf,(t) + h ^(t) 

Le second membre est un polynôme du troisième degré en t; profi- 
tons de l'indétermination de uv w h, pour annuler le coefficient de t* 
celui de t et le terme indépendant ; la relation C) donnera alors 

(*) p {ux -[• vy -{- wz-^- h) = At* 
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A étant un certain coefficient qui ne peut être nul sans quoi le plan 
ux-^vy-\'WZ-\'h = contiendrait la courbe . 

Pour annuler le coefficient de t^ celui de t est le terme indépendant, 
il faut écrire troir, équations sans second membre à quatre inconnues 
uv w hy cela ne détermine pas complètement ces quatres inconnues, 
mais donne en g/tnéral des quantités qui leur sont proportionnelles. 

On pourra de même en choisissant autrement u v w h ne laisser 
subsister dans (') que le terme en t*, on aura : 

(^) p(u'x + v'y + w' z + h') = B«* 

de même on pourra déterminer u" v" w" h" de façon que 

(*) p (u" X + V" y + P" z+h')=zCt 

et enfin u'" v'" ic'" /i'" de telle sorte que 

C) p (u"x+ v" y+u"z+ h'") = D 

En faisant disparaître cette fois tous les termes du second mem- 
bre de C) tous les termes sauf le terme indépendant. 

Les équations (4) (5) (6) et (7) résolues par rapport à t' t> i et 1 don- 
nent: 

(') t' = pF t*=pQ t = pR i=p3 

P Q R S étant des polynômes du premier degré. Entre ces quatre po- 
lynômes, il n'y a aucune relation de la forme. 

^P + uQ + vR -|- es = (identiquement) 
l II V B étant des constantes non toutes nulles, car on aurait alors 

>f9 -j- ai* + vf -[- e = 

et t ne pourrait pas prendre une valeur quelconque. 

Divisant les trois premières équations (8) par la dernière, on ob- 
tient : 

(•) *'=■!- «'=1 «=1 

formules qui nous seront d'une grande utilité dans la suite. 
En éliminant de différentes façons t entre les relations (9), on a : 
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n QR = PS, R'iziQS, Q» = PR. 

Les deux premières surfaces ont en commun l'intersection des deux 
plans R :r= S = 0, la première et la troisième passent par Tintersec- 
tion des plans Q = P = 0. La seconde et la troisième contiennent 
la droite suivant laquelle se coupent les plans R = Q = 0. 11 est 
clair dès lors que la courbe est une cubique gauche. Toutes les sur- 
faces ayant pour équation. 

n a(QR - PS) + /3 (R» - QS) + 7 (Q» - PR) =: 

contiennent la courbe. On obtient cette équation en ajoutant les équa- 
tions C^) après les avoir multipliées par des constantes quelconques. 

a p y. 



Théorie des plans osculateurs 

§ 343. — Considérons une cubique gauche, définie par les équations 
C) et soit B la valeur de t qui correspond à un cortain point M de la 
courbe. Si l'on coupe la surface par le plan osoulateur en M, on doit 
trouver, pour l'équation qui donne les valeurs de t correspondant 
aux points où ce plan coupe la courbe, une équation ayant trois racines 
égales à Ô, c'est-à-dire l'équation :(t— B)^ zz o. 

ou t^ — 3 t'Ô + 3 t Ô» — ô' = 

Or le plan ayant pour équation : 

D P-3ôQ+3ô*R-0*S=:o 

fournit précisément cette équation quand on y remplace PQRS par 
leurs valeurs tirées des formules O. V équation C*) représente donc le 
plan osculate^ir, 

§ 344. — Proposons-nous de résoudre le problème suivant : Mener 
par un point A des plans osculateurs à la courbe. 

Soit B la valeur de t correspondant à l'un des points de contact M 
cherché : désignons par Po Qo Ro So ce que deviennent PQRS quand 
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on y remplace xy z par les coordonnées du point A. Puisque le point 
A doit contenir le pian osculateur en M, ses coordonnées doivent satis- 
faire à l'équation C*) on doit donc avoir : 

C) ' Po - :h Ô Qo + 3 ô« Ro - 0' So = 

Ou si l'on pose = -| ®* = ^ ®' = ^ 
on voit que Ton obtient l'équation (^^) en substituant ces valeurs dans 
l'équation : 

('*) SPo - 3 RQ, -f 3 QRo - PSo = 

En sorte que le plan représentant l'équation (^*) rencontre la cubi- 
que en trois points dont les sont donnés par Téquation ("). Ce sont 
donc bien trois points tels que leur plan osculateur passe par A. 

Le plan représenté par l'équation (^*) passe lui-même par A. 

En effet, si Ton substitue dans son équation les coordonnées du point 
A, on obtient : 

SoPo - 3 RoQo + 3 Q, Ro - PoSo = 

qui est une identité. 

Le plan représenté par l'équation ('*) se nommera le plan focal de A, 
A sera dit son foyer. On voit que le plan focal de A passe par A. 

§ 345. — Théorème. —Si le plan focal d'un point A passe par un 
point H, le plan focal de R passe par A. 

En effet soient P^ Q^ R^ S-, ce que deviennent P Q R S quand on y 
remplace xy z par les coordonnées du point R. En exprimant que 
l'équation (^*) est satisfaite par les coordonnées du point R, ce qui- ex- 
prime que le plan focal de A passe par R, on a : 

C) S,Po - 3 R,Qo + 3 Q,Ro - P,So = 

pour écrire que le plan focal de R passe par A, il faudrait de même 
écrire l'équation : 

n SoP, - 3RoQ, + 3 QoR, - PoS, = 

Or cette dernière équation n'est que l'équation (^^) où tous les termes 
ont été changés de signe. La même relation exprime donc à la fois que 
le plan focal de A passe par R et que celui de R passe par A. 
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§ 346. — Théorème. — Les plans focaux de tous les points d'une 
droite fixe D passent par une droite fixe A qui est dite conjuguée de D. 
Les plans focaux des différents points de A passent par D. 

Soient P et Q deux points de D, « et fi leurs plans focaux qui se 
coupent suivant une droite A, soit M un point de A, M étant à la fois 
dans le plan focal de P et dans celui de Q, le plan focal de M passe par 
P et Q, et contient la droite D ; soit M' un point de D. Le plan focal de 
M passe par M', donc le plan focal de M' passe par M ; le plan focal 
d'un point quelconque de A passe donc par D et le plan focal d'un 
point quelconque M' de D passe par un point quelconque M de A, c'est- 
à-dire par A. 

§ 347. — Théorème. — Le rapport anharmonique de quatre plans 
passant par une droite D est égal au rapport anharmonique de leurs 
quatre foyers situés, d'après le théorème précédent, sur la droite A. 

En effet, le foyer d'un plan étant dans ce plan, les quatre foyers 
des quatre plans passant par D sont les quatre points où ces 
plans coupent A, et le rapport anharmonique de ces quatre points est 
bien égal à celui des quatre plans (§§ 19 et 129). 

Cette démonstration ne s'applique plus si D et A coïncident ; ceci 
arrive quand on prend pour D une droite située dans le plan focal 
A d'un de ces points, donc le plan focal d'un point quelconque de D 
passera par A et contiendra la droite D. 

Le théorème est encore vrai dans ce cas ; on peut le démontrer en 
supposant que A vienne^oïncider avec D, ou encore par une vérifica- 
tion directe que nous ne ferons pas pour abréger. 

Les droites D et A sont dites conjuguées. Si D coïncide avec A 
D est dite conjuguée d'elle-même. L'ensemble des droites conjuguées 
d'elles-mêmes est donc tel que toutes les droites de cet ensemble pas- 
sant par un même point soient dans un même plan, nommé le plan 
focal de ce point. Un tel ensemble se nomme un complexe linéaire. 

Nous avons maintenant un mode de correspondance entre un point 
et un plan, analogue à la correspondance entre un point et son 

14 
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plan polaire, mais en dilïérant par ce fait que le plan correspon- 
dant d'un point passe par ce point. On peut donc, au moyen de ce nou- 
veau mode de correspondance, former de^ figures cori*élatives. Cela 
sera surtout commode pour étudier les dcveloppables formées par l'en- 
semble des plans osculatcurs à une cubique gauche. 



VINGT-QUATRIÈME LEÇON 



NOTIONS SUR LES SURFACES |DU TROISIÈME 
ORDRE ET EN PARTICULIER SUR LES SURFACES 
RÉGLÉES. 



§ 348. — Nous n'étudierons pas les surfaces du troisième ordre, 
nous bornant à des considérations générales sur le nombre et la dis- 
position des droites qui y sont situées. Nous étudierons cependant 
avec quelques détails le cas où la surface est engendrée par une 
droite. 

Nous ne démontrerons pas ici qu'il existe des droites sur une sur- 
face du troisième ordre, nous bornant à remarquer qu'une droite déli- 
nie par les équations 

X = mz -\- p y z=z nz -{- q 

de ses deux projections sur les plans de coordonnées sera sur la sur- 
face d'équation 

¥rx,y,z)=0 

si l'égalité F (mz + P.- ^^ + Ç, j^) = 

a lieu, quel que soit z, or cette équation du troisième degré en z pré- 
sente quatre termes ; en égalant à zéro les quatre coefficients, on a 
quatre équations à quatre inconnues rnnpq, qui permettront en 
général de déterminer des valeurs pour ces quatre inconnues. 

Supposons donc que l'on ait trouvé une droite sur une surface du 
troisième ordre. Je vais faire voir comment cela permet d'en déduire 
toutes les autres. 

Prenons cette droite pour axe des x; L'équation de la surface 
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devra être satisfaite par 2= y ^=- quoi que soit x. Tous les termes 
contiendront donc soit z, soit ?/, et Téquation prendra la forme 

C) y ? Us y, ^) — - •t' f'^', Vi ^) = 

'^ et]/ étant des polynômes du second degré. 

Un plan passant par Taxe des x a une équation de la forme s = my : 
en remplaçant z par i)iy dans l'équation précédente, elle devient: 

C) y ? {X, y, myj - m r' f^y U> 'fny) = 

divisons tout par ?/ on a : 

(') ? U, y, mJ — ^" r' (-^s //, »i2/) = 

c'est l'équation d'une courbe du deuxième ordre, qui est la projection 
sur le plan des x //, de la section de la surface par le plan. 

Soit '^ (j-, y, z) = « X' + a' y^ + a" -.. -f- 2 ,5 //^ + 2 .6' ::j? + 2 p" xy + 

27.f + 2v'.// + 27";S + rI 

Puis M^ (X, 1/, :^,) = A a;- + A' y'- + A" :r^ + 2 B //5 + 2 B' ^.r + 2 B' xy 

. + 2 G X- + 2 C .(/ + 2 G" 5 + D. 

en écrivant explicitement l'équation (') y et T étant remplacés par ces 
valeurs, on aura l'équation de la conique. Pour écrire que cette coni((ue 
est un système de deux droites, il faut écrire entre les coefficients de 
l'équation (^) la relation du § 302. Il est facile alors de voir que cette 
équation devient une équation du cinquième degré en m ; d'où cette 
proposition : Par une droite située sur une surface du troisième ordre 
on peut faire passer cinq plans coupant la surface chacun suivant 
deux autres droites. 

La droite donnée et les dix droites contenues dans les cinq plans, 
cela fait onze droites ; mais ce ne sont pas les seules sur la surface. 

§ 349. — Gonsidérons en efïet l'un des cinq plans ; il coupe la sur- 
surface suivant trois droites. Par chacune de ces trois droites on peut 
faire passer quatre autres plans coupant la surface chacun suivant 
deux droites ; cela fait 8 autres droites pour chacune des trois droites 
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primitives ; en tout 24 droites, et par suite 27 droites en comptant les 
trois premières. Ces 27 droites sont en général distinctes, car si une 
des 24 droites se retrouvait deux fois, c'est qu'elle rencontrerait deux 
des trois droites primitives ; comme elles ne sont pas dans le même 
plan, elle se rencontreraient au môme point et la surface présenterait 
un point singulier, ce qui n'a pas lieu en général. 

Il ne peut pas y avoir d'autres droites que celles-là, car une droite 
quelconque de la surface ne peut couper le plan des trois droites pri- 
mitives que sur Tune d'elles ; toutes les droites de la surface rencon- 
trent donc Tune de ces trois là. 



§ 350. — Supposons maintenant qu'une surface du troisième ordre 
soit réglée. Soit M un point situé sur une génératrice. Un plan passant 
par la génératrice coupe en outre la surface suivant une conique. Au 
point où cette conique rencontre la génératrice, le plan est nécessairç- 
. ment tangent, car le plan tangent est déterminé par la génératrice et 
la tangente à la conique en ce point. 

Le plan tangent en M coupe donc la surface suivant la génératrice 
et une conique passant par M. Cette conique coupe la génératrice con- 
sidérée en un autre point A. Si le point A n'était pas un point singu- 
lier de la surface, le plan tangent en A serait encore le plan de la 
conique. 

Or cela ne peut être, car comme on a vu au (§ 264), en deux points 
distincts d'une génératrice d'une surface réglée, il v a nécessairement 
deux plans tangents distincts. Donc A est un [)oint singulier, et connue 
il ne saurait y avoir une infinité de points singuliers sur une généra- 
trice, A est un point fixe sur la génératrice quand M varie ; c'est-à- 
dire que les plans passant par la génératrice coupent tous la surface 
suivant une conique passant par A. 

Un plan passa*nt par A coupera alors la surface suivant une cubique 
ayant en A un point multiple, puisque la tangente sera indéterminée, 
de sorte que toute droite passant par A coupera la surface en deux 
points confondus en A. 

Le lieu des points analogues à A est une ligne double de la surface 
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rencontrant en un point chaque génératrice. Cette ligne est nécessai- 
renaent une droite. Sans quoi si A et B étaient deux points sur cette 
ligne, la droite AB couperait la surface en deux points confondus en A, 
et deux en B, total quatre points, ce qui est impossible, la surface n'é- 
tant que du troisième ordre. Désignons cette droite par A. 



§ 351. — Considérons maintenant quatre génératrices ABGD, on 
peut, d'après le § 275, trouver deux droites reûcontrant ces quatre 
génératrices, une de ces droites est A, l'autre est donc une certaine 
droite réelle D. Cette droite rencontrant la surface en quatre points 
sur les droites ABCD est aussi située sur elle. Sur la surface il y a donc 
deux droites D et A, l'une simple l'autre double. Soit de plus C une 
conique obtenue en coupant la surface par un plan tangent, conique 
qui rencontre A en un point A, comme nous l'avons vu. On pourra 
considérer la surface comme engendrée par une droite rencontrant D, 
A et la conique C. 

Par chaque point P de A passent deux génératrices ; on les obtient 
en coupant le cône de sommet P et de base C par le plan du point P et 
de la droite D. Par chaque point Q de D ne passe au contraire qu'une 
génératrice. On l'obtient en coupant le cône de sommet Q et de base C, 
par le plan de Q et de A. Mais ce plan coupe le cône suivant la droite 
AQ qu'il faut exclure, il ne reste donc qu'une génératrice passant 
par Q. 

t. 

§ 352. — Soit P un point de la, droite A, deux droites passent par 
P, qui coupent D, l'une en Q, l'autre on Q'. Je dis que Q et Q' sont deux 
points correspondants d'une involution. 

Projetons en cfïet la figure sur le plan de la conique C parallèle- 
ment à A; tout point de A (et en particulier P) se projette en A, Q et Q 
se projettent en q et (( sur la projection D^ de D. Les droites PQ PQ' 
coupent le plan de la conique en m et m', et la droite mvn! étant à la 
fois dans le plan de la conique et dans le plan QPQ' qui contient D, 
rencontre D en un certain point w, qui n'est autre que le point où le 
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plan fixe de la conique rencontre la droite fixe D, w est donc un point 
fixe, mm' passant par un point fixe, les droites Am Am' ou ce qui est 
la même chose Aq Aq' forment une involution ; donc q et q' forment 
une involution sur D< et par suite les points Q et Q' dont ils sont les 
projections, forment une involution sur D(re qtiil fallait démontrer) . 

On voit que si H et S sont les deux points doubles de cette involu- 
tion, les génératrices passant par R et S sont doubles. 



VINGT-CINQUIÈME LEÇON 



THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DU CALCUL DES 

IMAGINAIRES 



§ 353. — Dans la première partie de la leçon, nous avons présenté 
la théorie des imaginaires au point de vue abstrait. Nous allons nous 
placer ici à un point de vue tout différent, en faisant usage d'une 
représentation due à Cauchy. 

Considérons deux axes rectangulaires ox œj, et M un point du plan. 
Le point est déterminé par ses coordonnées x eti/ ; il l'est aussi par la 
longueur ÔM (quantité toujours positive) et l'angle de OM avec OX, 
angle pouvant varier de — oo à + oo . Nous nommerons /> la longueur 
OM et w l'angle XOM (avec son signe). 

Deux segments AB et CD sont dits équipollents quand ils sont égaux 
parallèles et de même sens. Nous écrirons. 

AB ^ CD 

pour écrire que AB est équipollent à CD. 

Comme deux droites parallèles à une troisième et de même sens sont 
entre elles parallèles et de même sens, les relations 

AB •=^ CD, AB ^ EF 

entraînent la suivante CD ^^ EF 

Un segment AB peut être représenté par ces deux projections sur 
OX et sur OY. Si l'on mène par l'origine un segment OM équipollent 
à AB, les coordonnées du point M seront les projections de OM (ou de 
AB sur les axes). On voit que nous ne tenons pas compte de la posi- 
tion du segment dans le plan, mais seulement de sa grandeur et de sa 
direction. 
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On peut aussi représenter le segment par les valeurs de p et de w 
définies ci-dessus, p s'appelle le module, w Vay^gument du segment OM 
ou du segment AB équipollent. 

Nous allons maintenant définir sur les segments, certaines opéra- 
tions analogues aux opérations algébriques. Nous désignons, pour 
abréger les segments par de simples lettres. 

§ 354. — Addition. — Soient a b c d plusieurs segments. Prenons 
un point quelconque A puis par A menons AB :^ a, puis par B, Bc^b 
puis CD i^ c et enfin DE ;^ rf ; le segment AE sera dit la somme 
géométrique des segments abcd, si, au lieu de partir de A on était 
parti d'un autre point A', on eut obtenu une figure A' B'C'D'E' qui n'eût 
été que la figure ABGDE transportée parallèlement à elle-même. On eût 
donc bien obtenu un segment A'E' équipollent à AE. 

Les propriétés de l'addition sont les mêmes que pour les sommes 
ordinaires. Ainsi l'on a : 

a -\- b i:o=: b -\- a 

en effet soit AB ;^ a BG i£=: &, on a par définition AG ;^ a + 5 
d'autre part achevons le parallélogramme ABGD. Les côtés opposés 
d'un parallélogramme étant équipollents, on a : 

AD ^BC-^b etDC^ AB^ a, 

mais pour construire b -{- a, il faut justement mener AD ^^ b ci 
DG :^ a, donc AG est bien b -{- a, ce qui démontre la proposition. 

On a aussi : a -\- b -\- c -r^ a -{- {b -\- c). 
en effet prenons AB ^ a BG ^ ?> GD ^ c, on aura par définition : 

AD i^ a -f & + c 

Mais d'autre part on peu parvenir au point D comme il suit, on a : 
AB li^ a, puis BDi:^b -{-c dont AD est bien équipollent k a -\- b -\- c : 
Un segment nul n'a aucun effet dans l'addition, on a : 

a -\- ^ a 

Je vais encore démontrer que l'équipollence 
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a -\- h ^ a-\- c 
entraîne b ^=i^ c 

en effet prenons AB t^ a BC t^ 5 BD ^ c. 

La première équipollence exprime que AC est égal et parallèle à AD, 
mais alors G coïncide avec D et par suite BC avec BD ce qu'exprime 
précisément la seconde équipollence. ^ 

On sait que toutes les propriétés de l'addition peuvent se déduire 
de celles que nous venons de démontrer. ,. 

Soit encore AB ^ a BG ^ 5 CD :£^ c. 

Si l'on projette les points ABCD parallèlement à une droite sur une 
droite quelconque en c /5 y 5, on aura (§ 100) 

,«;3 + ^7 + 7$+ 5a=: 

ou «5 = «p "{- ^y -|- 7^ 

c'est-à-dire que la projection «p de la somme géométrique AD des seg- 
ments abc d est égale à la somme algébrique des projections de ces 
segments. 

§ 355. — Soustraction. — Soit a ^ b -\- c, prenons AB :^ 6 BC^ c 
on aura par définition AG :^ a ; dans les mêmes conditions nous écri- 
rons c^r^n — b ou b^^ a — c ; la soustraction est donc définie comme 
l'opération inverse de l'addition. Mais ce qu'il y a d'important, c'est 
que la soustraction se ramène immédiatement à l'addition. En effet, 
soit c' le segment égal parallèle à c mais de sens contraire ; dans la 
même figure que tout à l'heure on aura : AG ^ a, CB i^^ c' donc AB 
sera équipoUent à a + f' donc : 

b ;^ a + c' mais on r b ^^^ a — c 

donc la soustraction de c équivaut à l'addition de c' égal et de sens 
contraire. 

La théorie précédentq^ s'applique sans modification sensible, au cas 
des segments non situés dans un même plan. Mais pour la mukipli- 
cation il n'en sera plus de même. 
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• 

J'appellerai segment unitaire un segment dont le module est égal 
à l'unité. Il est complètement défini par son argument. 

Un segment parallèle à ox sera dit une quantité réelle ; si ce seg- 
ment est du sens ox la quantité est dite positive. L'argument est 
alors zéro ou un multiple de Stt, si le segment est du sens opposé à 
ox, l'argument est t ou un multiple impair de tt et le segment est dit 
négatif. 

§ 356 — Multiplication. — Un segment a est dit égal à b X c, si le mo- 
dule de a est égal au produit des modules de b et c, et l'argument de a 
à la somme des arguments de b et de c. 11 est clair d'après cela que 
l'on a bX c ^ c Xb, cl que a X b X c ^ a X (b X c). 

En effet, si B C A sont les modules de b c a et [^ y cf. leurs argu- 
ments les égalités précédentes résultent de ce que : 

BXCpiCXB AXBXG=AX(BXC) 
^5 + 7 == 7 + P ^ « + P + 7 = « + (^ + 7) 

Une autre propriété très importante de la multiplication est celle 
qui s'exprime par l'égalité. 

(b + c)Xa^bXa+cXa 
Pour la démontrer soit OB i^ b BC :^ c alors OC ^ 5 +. c. 
Soit p le module, u. l'argument de a : faisons tourner le triangle 
B G tout d'une pièce d'un angle u, et agrandissons ensuite ses côtés 
dans le rapport de 6 à l'unité ; nous aurons un triangle B" C" dont 
les côtés sont les côtés du triangle OBC tous multipliés par a. 

On aura OB" ^b X a, B"C" ^cX a C" ^(b+ c)X a 

mais d'autre part par la définition de l'addition on a 

G" ::^ B" + B" G" 

donc {b+ c) Xa=:bXa+ c Xa 

Ce qui démontre la proposition. 

Bcmarquons encore qu'un segment n'est pas altéré quand on le mul- 
tiplie par un segment égal à + 1, c'est-à-dire de module 1 et d'argu- 
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ment nul. Il est changé de sens quand on le multiplie par — 1. (Seg- 
ment de module 1 et d'argument tt) 

Le produit de deux segments réels et positifs est réel positif, et égal 
au produit arithmétique de ces deux segments. La multiplication d'un 
segment réel par un segment négatif change son signe. Tout ceci se 
vérifie facilement. 

La règle de multiplication des polynômes s'applique à la multipli- 
cation* des segments puisqu'elle est fondée sur les propriétés de la 
multiplication démontrées ci-dessus. 



Représentation nouvelle des Seg'ments 



§ 357. — Soit M un segment, P la projection de M sur OX, soit 
OP = 0" PM =: y, X et y sont les coordonnées de M. Désignons par i 
un segment de module 1 et d'argument '-, on écrira d'après nos 
notations. 

M ^ P + P M 

H étant sur l'axe ox sera simplement représenté par ce, P M c'est 
y X î, puisque c'est le segment réel y qu'on a fait tourner de l'angle 
■ . On écrit donc avec nos notations. 

M 1^ ,r -|- \y 

D'après la propriété de la multiplication, si M' est un autre seg- 
ment tel que 

M' ^ x' + iy' 
on aura : x 

OM X OM' ^ XX' + iyx' + ?>?/' -f i'yy' 

les segments iyx ixy' sont tous deux portés sur une parallèle à OY 
leur somme est donc égale à i (y.v' -|- xy') le signe -|- dans la paren- 
thèse ayant le sens de l'addition algébrique, de même comme la mul- 
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tiplication par i' équivaut à ajouter deux fois^ à l'argument, i* yy' re- 
présente un segment porté sur ox en sens inverse de y y' de sorte 
que xx' + h y y' équivaut à xx' y y' le signe — ayant le sens arithmé- 
tique. On peut donc écrire 

OM X C)M' ^ XX' — y y' + i (yx' + xy') 

les signes ont le sens arithméticiue sauf celui qui est placé devant le 
symbole i. 

. On aboutit ainsi au calcul des imaginaires tel qu'il a été établi 
autrement, à la huitième leçon. 

§ 358. — Mais on va déduire de cette manière d'envisager les choses 
des formules de trigonométrie. 

Si OM a pour argument « et pour module R, on voit que x = 
R cos a y = R dti a. Ces formules sont vraies en grandeur et signe ; 
car si R était égal à l'unité, x et y seraient par définition même le sinus 
et le cosinus de l'angle a. 

De même, pour un autre segment M' d'argument a' et de module 
R' on aura, x' = R' cos a' ij' = R' sin a'. 

Or, d'après la définition même de la multiplication ; 

OM X OM' ^ RK COS. (a + a') + i RR' sin, (a + a') 

dans la formule 

OM X OM' ^ XX' - y y' + i (yx' + xy') . 

Remplaçons x et y par leurs valeurs ainsi que x' y', on a ; 

OM X OM' ^ RR' icos a cos a' — sin a sin a') -j- i RR' (sin a cos a' + 

cos a sin a'). 

de là résulte que : 

C) cos (a + ^') = cos a cos a' — sin a sin a' 

(*) sin (a + Ci') = ^^in a cosa' -\- cos a sin a' 

Ce sont les formules d'addition des arcs que l'on retrouve ainsi 
d'une façon un peu indirecte. 
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Si l'on a plusieurs quantités, de module 1, cos a -{^ i sin a,cos a + 
i sm a\ €0S a" + i sin a" etc. , leur produi t est égal à cos (a + c^' + a" + • • •) 
+ i sin (a + ^ + ^")- d'où il résulte ensuite en les faisant toutes 
égales entre elles, que 

C) cos ma + i sin m a =. (cos a + i sin a)" 

Je vais démontrer qce cette formule subsiste quand m est fraction- 
naire; à cet effet, je remplace dans la formule m par j>, et a par 

et j ai 



P 

i sm a=^ Icos -^ + i s%n -- 
de sorte que : 



cos — 



— + i sin — =: i/ cos a-\-isin a^ (cos a-\-i sin a) 



Il faut toutefois faire attention que quand un segment e3t donné, son 
argument n'est déterminé qu'à un multiple de 2n près. 
Or si on remplace a par a + 2 Ktt, K étant entier, cos a et sin a ne 

changent pas, mais cos — et sin JL changent ; l'égalité précédente 

exprime donc simplement que le premier membre est l'une des valeurs 
que peut prendre le second. La formulé correcte sera: 

2K7r+a,.. 2K7r4-a / ,•• \ p 

cos ~ + i sm — ' = (cos a + 1 sm a) 

p p ' 

et en multipliant les arguments par m, et ayant égard à (*) 

m 

C) cos riK^l+^1 m + i sin ^^ ^" + ^^ '» = {cosa+ i sin a) " 
L p J p 

ce qui est la formule (^) où m est remplacé par - - 

§ 359. — Je ne veux pas ici faire la théorie complète des exponen- 
tielles imaginaires, ce qui m'entraînerait trop en dehors de la géomé- 
trie pure ; je veux néanmoins établir une notion qui nous sera utile 
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sinon indispensable pour la géométrie non enclidienne dont je dirai 
quelques mots au chapitre suivant. 

On sait que le logarithme de z dans la base a, est le nombre u tel que 
a^ =: z; les propriétés des logarithmes peuvent se déduire tous de 
cette propriété unique que log z + loy z' = log zz\ Et si nous posons 
loçi z^=.u log z' = 0, on aura a« — z av =z z\ et la propriété ci-dessus 
résultera de ce que a" X av =: a" "*■ v. 

On voit aussi que la base la pi us commode en analyse est le nombres 

1 + ~ ) pour m infini, et sur les propriétés 
duquel nous n'avons pas à insister ici. 
Soit maintenant une imaginaire « + ^P î nous poserons par définition 

g« + ii^— e "" (cos ^ + isin p) 

Je vais montrer que la propriété c" X ev =i ew"*'^^ s'applique encore 
ici : en effet elle équivaut à 

é" (cos^ + i sinfi) X €^ (cosp' + i sin^') z= e« + «' [cos (^ + /5')+ 

i sin (p + 3')] 

et se déduit immédiatement de la définition de la multiplication. 

Cela posé, nous définirons le logarithme d'une imaginaire A + Bi 
comme une autre imaginaire u, celle c^ =: A + Bi. 

Cherchons d'après cela le logarithme der(œsO + i sinB) 
on devra avoir : 

ex^iy z= r (cosB -[- i sinO) 

c'est-à-dire : 

e^ (cos y+i siny) =r (cosO + ^ ^^**^) 

Les modules des deux membres doivent être égaux, leurs arguments 
doivent être égaux à un multiple de 27r près, on doit donc avoir 

6^=1 r d'où X = log r 
1/ =z + 2 Ktt 
Le logarithme cherché est donc : log r-^i(0-\-2 Kn) 
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§ 360. — On voit qu'il y a une infinité de logarithmes, qui différent 
entre eux que d'un multiple de 2 îtt. Si 6/ = auquel cas le nombre 
donné est réel et positif, l'un d'eux est réel ; Si 6i = tt, (nombre né- 
gatif), la partie imaginaire est un multiple impair deÎTr; si r = l, 
c'est-à-dire si la quantité donnée a pour module 1, les logarithmes 
sont purement imaginaires. Le cas que nous aurons à considérer dans 
la suite est celui où l'on a un rapport anharmonique. 

m — u m' — u 

, • 

m — u' ' m' — u'. 

u et u' étant des quantités imaginaires conjuguées, m et m' des quan- 
tités réelles: alors ?M — wetm — ii' sont conjugués, ils ont même module, 

le module de ~ , est égal à 1, de même celui de — , — — . Les loga- 

rithmes du rapport anharmonique considéré sont donc des imagi- 
naires pures, et leur quotient par 2i est une expression réelle. 
D'après ce que nous avons dit, la formule 

Log. z -{- Log. z' = Log. zz' 

est encore vraie ici, seulement comme les logarithmes ont plusieurs 
valeurs, il est plus correct d'écrire 

Log. z -j- Log. z' = 2 K ?: i -}- Log. zz' 

Dans le cas contraire, il faudrait entendre que l'une des valeurs du 
premier membre est égale à l'une des valeurs du second. 



VINGT-SIXIÈME LEÇON 



SYSTEMES DE COORDONNÉES TÉTRAÉDRIQUES 
TRANSFORMATIONS LINÉAIRES 



§361. — Définition des coordonnées tétraédrlques. — Soient quatre 
polynômes homogènes à quatre variables a? ^ ^r f. Nous désignerons 
ces quatre polynômes par XYZT. En les égalant à zéro, on obtient en 
coordonnées homogènes les équations de quatre plans. Je suppose que 
ces quatre plans ne se coupent pas en un même point ; ils forment 
alors un tétraèdre nommé tétraèdre de référence. 

'La condition que ces quatre plans ne passent pas par un même point 
se traduit analytiquement par celle-ci: Il n'y a pas entre les quatre 
polynômes de relation de la forme ). X + a Y + v Z + Ô T = 0, À t/ v 
étant des constantes non toutes nulles. En effet, 6 n'étant pas nul, 
dans une pareille relation, tous les points pour lesquels T serait 
nul, seraient ceux pour lesquels on aurait > X -f- y- Y -j- v Z = 0, or 
le plan représenté par une telle équation passe évidemment par le 
point commun aux trois X = oY = oZ=0. Ainsi une telle idendité 
exprimerait que l'un des plans passe par le point où se coupent les 
trois autres. 

§ 362. — Si X y zt sont les coordonnées homogènes d'un point P non 
situé dans le plan X = o, le polynôme X ne devient pas nul quand on y 
substitue les coordonnées de ce point. Le polynôme X où l'on a subs- 
titué le coordonnées de P est proportionnel à la distance de P au plan 
(§ 111). De plus il change de signe quand P traverse ce plan. La valeur 
de X quand P est donné, n'est du reste déterminée qu'à un facteur cons- 
tant près, car les coordonnées homogènes de P ne sont déterminées 

15 
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qu'à un facteur conslaut près. On appellera coordonnées tètraèdriques 
du point P des quantités proportionnelles aux résultats obtenus en 
substituant dans X Y ZT les coordonnées homogènes du point P. 

Les coordonnées tètraèdriques sont ainsi des fonctions linéaires 
(Polynômes du premier degré) des coordonnées homogènes. 

liéciproquement, les coordonnées homogènes sont fonctions linéaires 
des coordonnées tètraèdriques, 

Con^jiJérons en efTet une fonction linéaire (homogène) de X Y Z T 
Il X 4- ^ Y + ?r Z + /i T. Choisissons u v w h de façon que dans ce 
polynôme les coelTicients dey z t soient nuls, uvic h seront déterminés 
à un facteur près par quatre équations à quatre inconnues sans second 
membre. Le coefficient de x dans ce polynôme, ne sera pas nul, car alors 
le polynôme serait indentiquement nul, ce qui ne peut être (§ 361). On 
aura donc x en fonction linéaire de XYZT, puisque le polynôme obtenu 
se réduit à x multiplié par une constante non nulle. 

On verra de même que y z t, sont fonctions linéaires des coordon- 
nées tètraèdriques. 

Dès lors, si l'on a une équation homogène de degré m en xy z t, en 
y remplaçant xy z t par leurs valeurs en X Y Z T, on obtiendra une 
équation homogène de degré m par rapport à ces variables. Ce sera 
l'équation d'une surface d'ordre m en coordonnées tètraèdriques. 

Remarque. — t est, d'après ce qui précède, une fonction linéaire des 
coordonnées tètraèdriques. En égalant à zéro cette fonction, on a 
l'équation du plan de l'infini. 

§ 363. — Coordonnées d'un point d'une droite. — Les formules C) 
du § 108 donnent les coordonnées d'un point qui divise AB dans un 
rapport donné m. Dans ces formules, remplaçons Xo î/o Sq, x^ y^ z^ par 

T X 

^ •••* "Y et les valeurs analogues, mettons à la place de m la valeur 

À X -f on voit que les coordonnées homogènes du point seront 

Xo+ ^ a?^ , I/o + / î/^, Zq + / z^, to -\- l ^, le rapport anharmonique 
des quatre points A B M N sera égal au rapport des valeurs de > 
correspondant aux points M et N. 
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Si nous remplaçons dans X, x par x^-\-\ x^ , y par y^ + > 2/i» etc., X 
devient Xj + À X,. Xo étant ce que devient X quand on y substitue 
les coordonnées de A ; X^, ce qu'il devient quand on y substitue celles 
de B. Ainsi les quatre coordonnées tétraédriques de M seront Xo +^X^, 
Yo + >.Y„Zo + >Z,,To+XT,. 

§ 364. — Intersection d'une droite et d'une surface. — Dans l'équa- 
tion d'une surface en coordonnées tétraédriques remplaçons X Y Z T 
par Xo + ^- ^1» etc. Nous aurons comme au § 290 une équation en X, 
donnant les valeurs de / qui correspondent aux points où AB rencon- 
tre la surface. 

Supposons que la surface soit du second ordre, cette équation en A 
sera du second degré, elle a deux racines À et ja auxquelles correspon- 
dent deux points M et N. Comme le rapport anharmonique (ABMN) 
est À : u, pour que A et B soient conjugués par rapport à M etN il. faut 

que -^- =: — 1 ou > -f- u z= 0. Le coefficient de X dans l'équation du 

second degré doit donc être nul. 

Une équation du deuxième degré homogène à 4 variables contient 
deux espèces de termes; des carrés tels que AX*, des produits tels 
que 2BXY (nous mettons 2B comme coefficient pour avoir le facteur 2 
partout dans le coefficient de 1). 

Quand on remplace X par Xo + X X,, le coefficient de > dans AX*' 
esf 2 AXo X^, le coefficient de \ dans 2BXY est de même 2 B Xo Y^ + 
2BYoX,. 

On pourra faire la somme des coefficients de À ainsi calculés, et 
après avoir supprimé le facteur 2, égaler cette somme à zéro. On ob- 
tiendra ainsi la condition pour que A et B soient conjugués par rap- 
port à la surface. 

Cette condition est du premier degré par rapport aux coordonnées 
tétraédriques de A et B ; ceci montre que quand A est fixe, le lieu de 
B est un plan (plan polaire de A). 

On peut chercher le plan polaire de l'un des quatre sommets du 
tétraèdre de référence. Uun des sommets est le point où se coupent 
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les trois plans Y=:oZ = oTr=o. Le plan polaire de ce sommet a 
donc pour équation celle qu'on obtient en remplaçant dans l'équation 
du plan polaire de A, Yo Zo et To par zéro. 

En formant de cette façon les équations des plans polaires des qua- 
tre sommets, et cherchant la condition pour que chaque sommet ait 
pour plan polaire la face opposée, on trouvera le résultat suivant 
que je me borne à énoncer. 

Pour que le tétraèdre de référence soit conjuijuè par rapport à une 
surface du second ordre, il faut et il suffit que l'équation de cette sur- 
face ne contienne que des carrés. 

§ 365. - Soit a X' + ^5 Y* +y7J + ^ V — 

récjualion d'une surface du second ordre conjuguée par rapport au 
tétraèdre de référence. On ne changera pas ce tétraèdre en remplaçant 
X par /)X, Y par qY, Z par rZ T par,s'T. On remplace ainsi des coordon- 
nées tétraédriques, par d'autres qui se rapportent au même tétraèdre de 
référence ; alors </, est changé en p' «, ,6 en q^ f^, y en r' y, ^ en s' f^ 
si nous choisissons pq rs, de façon quep- «, q^ fi, r' 7,5'^ soient égales 
à 1 en valeurs absolues, l'équation de la surface prendra la forme 

/ X^ + u Y' + V Z« + p ï» = 
les coefficients À y- v étant égaux à 1 en valeur absolue. 



Transformations linéaires. 



§ 366. — Soient P Q R S quatre polynômes du premier degré homo- 
gènes de XYZÏ. Si XYZTsont les coordonnées d'un point A, 
P Q R S celles d'un point B, on voit qu'à chaque point A correspond 
un point B. On pourra (comme au § 362) trouver X YZ T en fonc- 
tion du pi*emier degré de P Q R S (sauf le cas où les plans P =: 0, 
Q = R = O S = seraient concourants). Dès lors à chaque point 
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B correspondra un point A. A un plan correspondra un plan, car la 
transformation qui consiste à remplacer PQ R S par des fonctions du 
premier degré d'X Y Z T n'altère pas le degré. 

A une droite intersection de deux plans correspondra la droite in- 
tersection des deux plans correspondants. 

Du reste, si l'on considère les deux tétraèdres dont les faces ont pour 
équations P = 0, Q = 0, R =: 0, S = 0, et X = Y =0 Z = T == 0, 
le point A dont les coordonnées par rapport à ce dernier tétraèdre 
sont X Y Z T, a pour coordonnées par rapport au premier, P Q R S, et 
ces quatre dernières quantités sont aussi les coordonnées de B par rap- 
port au second tétraèdre. Ainsi deux points correspondants sont (lewc 
points ayant même coordonnées têtraèdriques par rapport à deux té- 
traèdres différents. 

§ 367. — Soient quatre points en ligne droite A B M N, en adoptant 
les notations du § 363, les coordonnées de M et N seront Xq + > X^ etc. 
Xo 4" y-^i Gtc, celles dos points correspondants seront Po + À P^, etc. 

Po +.^ Pi etc. Le rapport anharmonique (A BM N) sera -, ce sera 

u. 

aussi le rapport anharmonique des quatre points 'correspondants. 

Le rapport anharmonique d;' quatre points sera_ donc égal à celui 
de leurs quatre correspondants. 

Gomme le rapport anliarmoni(iue de quatre plans se ramène en cou- 
pant par une droite à celui de quatre points, la proposition est aussi 
vraie pour'quatre plans et leurs correspondants. 

§ 368. — Parmi les transformations du premier degré que nous 
venons de définir, nous allons considérer celles qui chanqent en elle- 
même une certaine surface du deuxième ordre. 

Considérons deux tétraèdres conjugués par rapport à une surface 
S du deuxième ordre. Par rapport au premier tétraèdre, l'équation de 
la surface a, comme on l'a vu, la forme 

/ X» + .^ Y» + u Z» + /5 T* = 
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Soient P Q R S les coordonnées d'un point par rapport à l'autre 
tétraèdre, ce sont des fonctions linéaires et homogènes de X Y Z T. 

Soit « P' + p Q* + V R' + 5 S* = 

l'équation de la surface par rapport au deuxième tétraèdre. D'après 
ce que nous avons vu (§ 365) on peut supposer que les coefficients des 
carrés dans ces équations sont égaux à 1 au signe près. De plus, les 
signes des carrés doivent être les mêmes dans les deux équations, car 
si la surface est homologique d'une sphère, il y aura trois carrés de 
même signe, ou quatre si cette sphère est imaginaire; si la surface est 
réglée, il y aura deux carrés positifs et deux négatifs (§ 133). 

Mais alors la transformation définie par les formules X =: P, Y = Q, 
Z = R, T=:S transforme évidemment la surface proposée en elle- 
même. 

§ 369. — Pour former un tétraèdre conjugué, on peut prendre arbi- 
trairement un sommet A, une arête passant par A, coupée en B par le 
plan polaire de A, une face passant par AB, coupée en C par la droite 
©onjuguée de AB et le quatrième sommet D est le pôle du plan ABC. 
A chaque tétraèdre AB6D ainsi formé, correspondent plusieurs trans- 
formations n'altérant pas les surfaces, outre celles définies par X =:P, 

Y = Q, Z = R, T = S, ily a X=P, Y = -Q, Z = - R, T = -Set 
XnzP, Y=:Q, Zrz-R, Tz=- S, etc. 

Ces sortes de transformations présentent le même degré d* arbitraire 
que celki qui consistent à déplacer un corps ou le remplacer par son 
symétrique. 

En effet, si nous considérons un trièdre tri rectangle lié au corps, on 
peut placer l'origine où l'on veut, l'axe des x du trièdre suivant une 
droite arbitraire passant par 0, le plan des x y suivant un plan quel- 
conque passant pas OX ; c'est le même degré d'arbitraire que pour tra- 
cer le tétraèdre ci-dessus ; mais en outre, on peut changer la direc- 
tion OX, la direction OY, la direction OZ, de même que dans les 
transformations ci-dessus on peut choisir les signes devant P Q R et S. 

La transformation qui consiste à changer X en — X sans changer 

Y Z T, est l'analogue de celle consistant à prendre la symétrique d'une 
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ligure par rapport au plan y o z; celle qui consiste à changer les 
signes de X et de Y est analogue à celle qui consiste à prendre la 
symétrique d'une ligure par rapport à OZ. 

§ 370. — On peut toujours, étant donnés deux tétraèdres conjugués 
T et T^, considérer un tétraèdre conjugué variant d'une façon conti- 
nue de ï à T^, il suffit pour cela de choisir des sommets A^ A, An 

allant de A (sommet de T) à A' sommet de T' en formant une suite 
continue, puis les arêtes A, B^ A, B, de la même façon, puis les laces 
A^ B4 C^... de la même façon. 

On voit alors que l'on pourra remplacer une des transformations 
qui change T en T' par une série de transformations aussi voisines 
qu'on voudra les une des autres. Soit X =P, Y=:Q, Z = R, T = S une 
telle tranformation ; elle est analogue à un déplacement d'un trièdre 
trirectangle ; la transformation X=: — P, Y ^ Q, Z = R, T = S sera 
analogue à un déplacement suivi d'une symétrie. 

§371. -La tranformation X' = - X, Y'=:-Y, X' = Z, T' = r 

analogue à une symétrie par rapport à 5, c'est-à-dire a une rotation 
de 180* équivaut à une suite continue de transformations. Eaefïet, si 
Ton pose. 

X' = X COS. t — Y sin. t 

Y' =x '^w- ^ + Y COS. t 

Z'=Z, T' = T 

on voit que pour f = on a la figure sans changement ; pour ^ = tt. 
on a X' = — X, Y' = — Y de plus, on vérifie sans peine que X' -[- Y' ± 
Z' ± T' se change en X'' + Y" ± Z'* ± T'* et que par suite la surface 
dont l'équation s'obtient en égalant à zéro cette somme de carrés^ 
se change en elle-même. 



VINGT-SEPTIÈME LEÇON 



APERÇU SUR LA GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE 



§ 327. — En géométrie élémeataire, on nomme Postulatum d'Eu- 
clide, cet axiome d'après lequel on ne peut mener par un point qu'une 
seule parallèle à une droite. On a souvent cherché à démontrer cette 
proposition, puis on s'est aperçu qu'elle ne pouvait pas l'être, n'étant 
pas une conséquence des autres axiomes de Géométrie. Ce qui suit 
démontre ce fait, et fait connaître en même temps une interprétation 
concrète de la géométrie sans le.postulatum d'Euclide, ou géométrie 
non euclidienne. Cette théorie dont nous ne donnons quHm simple 
aperçu, est due à Klein, géomètre allemand et à Cayley, géomètre an- 
glais. 

§ 373. — Nous allons montrer qu'en attribuant aux mots déplace- 
7Yient, angle, distance, un sens différent du sens habituel, les axiomes 
de la géométrie autres que le postulat d'Euclide subsistent^ mais que 
celui-ci cesse d'être vrai. 

Considérons une surface S homologique d'une sphère, et que nous 
nommerons V absolu. L'espace sera l'ensemble des points intérieurs à 
V absolu. Soient A et B deux points, P et Q les points où AB coupe 
l'absolu. Nous désignerons par la notation AB le logarithme du rap- 
port anharmonique (ABPQ). 

On a alors AB ^: — BA, car en changeant A en B, le rapport anhar- 
monique est remplacé par son inverse, et son logarithme change de 
signe. On aura de même pour des points en ligne droite AB + BG + 
CA — 0, car le produit de (ABPQ), (BGPQ), (CAPQ) est égal à l'unité, 
son logarithme est donc nul. Ainsi les relations entre les points en 
ligne droite subsistent ici. 
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§ 374. — Une transformation n'altérant pas l'absolu changera P 
et Q en deux autres points de l'absolu, A et B en deux points A'B'. Elle 
change donc AB en A'B'. 

C'est pourquoi nous appellerons déplacement une pareille transfor- 
mation, si elle équivaut à une suite continue de transformations, ce 
sera une symétrie dans le cas contraire. 

L'axiome fondamental de la géométrie « Etant données deux demi- 
droites AX, BY, et un demi-plan P passant pf^r AX, un demi-plan Q 
passant par BY, on peut toujours amener BY sur AX, et le demi-plan 
Q sur le demi-plan P », subsiste avec le nouveau sens que nous don' 
nous au mot déplacemont. 

# 

§ 375. — Pour que AB soit inQni, il faut (]\ie A ou B coïncide avec 
P ou Q, c'est-à-dire que A ou B soit sur l'absolu. L'absolu est doncVen- 
semble des points à V infini. 

§ 376. — Soient M et N deux plans passant par une droite D (qui 
rencontre l'absolu). Par D menons deux plans (imaginaires conjugués) 
tangents à l'absolu, soient P Q ces plans. Le logarithme du rapport 
anharmonique (MNPQ) sera (§ 369) une imaginaire pure déterminée à 
un multiple de 2 îtt près. Ce logarithme divisé par 2i sera une quan- 
tité réelle déterminée à un mulli])le de - près. Ce sera l'angle des 
' deux plans M et N ; comme on a cos. tt, -|- / sin. tt i= — y, in est l'un des 
logarithmes de — 1 ; donc si les plans MNPQ forment un faisceau 

harmonique, angle MN =: -^ • on dit que les deux plans MN sont 

rectançiiulaires. 

§ 377. — On définira ranfjle de deux droites qui se coupent, conmie 
il suit : le plan de ces deux droites coupe l'absolu suivant une coni 
que à laquelle par le point de rencontre des droites, on pourra mener 
deux tangentes ; en divisant par 2i le logarithme du rapport âuhar- 
monique de ces quatre droites, on aura l'angle des deux droites don- 
nées. 
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I^ déplacement n'altère pas V angle de deux plans ou de deux droites. 
On le démontre comme pour les segments (§ 373). 

On a, comme au §373 AOB + BOC -|- COA = K tt, si les trois droites 
OA OB OC sont dans un même plan. 

Soit une droite qui coupe l'absolu en P et Q ; par un point A on 
peut mener deux droites AP, AQ parallèles à la droite, c'est-à-dire la 
rencontrant à l'infini . Le Postulatum d'Eiiclide n*est donc pas vrai anec 
nos nouvelles définitions- 

§ 378. — La Géométrie Riemanienne est une autre espèce de Géomé 
trie où l'absolu est la figure homologique d'une sphère imaginaire ; 
les points Pet Q où AB côupe l'absolu étant imaginairçs, on appellera 
distance AB le logarithme de ABPQ divisé par 2i. 

La distance de deux points est alors définie à un multiple de tt 
près ; elle est égale à Vangle des plans polaires de ces "points par 
rapport à l'absolu. 

On obtiendrait encore une géométrie d'une autre espèce si l'absolu 
était une surface réglée. 

Dans la géométrie euclidienne, l'absolu se réduit à une courbe, le 
cercle de l'infini. 
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NOTE SUR L'INVERSION 



En multipliant par K les coordonnées xy z d'un point M, et divisant 
par X* + y* -f- s* (ou OM*), on a celles d*un second point M'. M et M' 
sont en ligne droite avec (l'origine), car leurs coordonnées sont pro- 
portionnelles. On vérifie que OM X OM' = K. M' est donc l'inverse de 
M, étant le pôle. M, M' et lui-même peuvent être imaginaires, 
fcar dans les formules 3 du § 104 abc peuvent être imaginaires J , Ceci 
fournit le moyen de trouver l^équ^ation de la surface inverse d'une 
surface donnée par son équation. 

On démontrera alors sans peine le théorème du § 142 sans supposer 
les points réels, ce qui est utile pour la suite (§ 157). 

Dans la géométrie plane, on laissera de côté la variable Z. 



FIN 






ERRATA 



Pages IH, lignes 23 et 24, mettez le signe = après/ (x) et aw lieu de 
/(3)-/(5)to«/(S)-/(3). 
y*ar/f 28, /i(/n6 29, au lieu de D le plan SOP itses le plan SOP. 
Page 32, %ne 10, au lieu de le plan polaire, lisez les plans polaires. 
Page 43, /ir/ne 10, au lieu de M M', lisez M et MV 
Paigfe 48, ligne 1, ai* /iew de S' M', /ise:r S' M' ^ 
Par/e 66, ligne 23, aw ?ieu de (^, /ùe;? C5. 
Pdf/e 73, ligne 5, au ^ieu de (xyz), lisez (x^y^ z^). 
Page 73, ligne 18, supprimez le / à la fin de la parenthèse. 
Page 89 ligne IS, et 17, au lieu de dominateurs, lisez dénominateurs. 
Page 97, ligne 10, au lieu de une sphère est un plan, lisez un plan est 

une sphère. 
Page 162, ligne 2, au lieu de «,'5, lisez «y. 
L'indice 1 est en trop aux endroits suivants : 
Page 31, à la lettre M. 
Page il, ligne 3, aux lettres A et D. 
Page 29, ligne 7, et à la deuxième lettre A. 
Page 131, lignes 2 et 7, à la première lettre S. 
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